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Vorwort. 



Obwohl über die Theorie der BeobachtuDgsfehler und die Aua- 
gleiohang tod Beobachtungen nach Terschiedenen Methoden, insbe- 
sondere nach der Methode der kleinsten Quadrate, bereits eine reich- 
haltige Literatur besteht, die den Bedürfnissen der Astronomen, 
Geodäten, Physiker in weitem Umfange genügt, wagt es der Verfasser 
dennoch, mit dieser Studie hervorzutreten, hoffend, deren Erscheinen 
durch die praktische Anlage des Stoffes rechtfertigen zu können. 

Da sich die Methode der kleinsten Quadrate nicht auf einen 
besonderen Zweig des mathematisch -physikalischen Wissens be- 
schränkt, sonderii überall Anwendung findet, wo es darauf ankommt, 
durch Beobachtungen oder Versuche Zahlenangaben festzustellen, 
oder daraus zuverlässige Folgerungen zu ziehen, da ferner die Me- 
thode selbst für die Verläßlichkeit ihrer Ergebnisse einen Maßstab 
gibt, so war schon während ihrer Entstehung eine weitere Aus- 
breitung derselben ebensosehr wünschenswert als auch zu erwarten. 

Unverkennbar ist der Nutzen, welchen die SchieSlehre aus der 
Theorie der Beobachtnngsfehler und der Methode der kleinsten 
Quadrate schöpfte. Bewährte Schießvorschriften nehmen nicht nur 
ihren Ausgangspunkt in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, sondern 
ihr ganzer Aufbau stützt sich darauf. Aber auch bei der rationellen 
Anlage, bei der Durchführung und Verwertung von SchieBversuchen 
ist die aus der Wahrscheinlichkeitstheorie hervorgehende Ausglei- 
chungsrechnung unentbehrlich geworden. 

Die groBe praktische Bedeutung des besprochenen Gegenstandes 
liegt also in der allseitigen Erkenntnis, daß es kaum eine Arbeit 
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im Gebiete der mit UeBsungen sieb beschäftigenden Disziplinen gebe, 
die anf dessen Anwendung verzichten könnte. 

„Der Praktiker hat aber," sagt Gerling sehr treffend in der 
Torrede zu seinem bereits im Jabre 1848 erschienenen klassischen 
Werke (Ansgleicbongsreotmung nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate), „nicht die Zeit, die Methode der kleinsten Quadrate aus 
den QuellenBchriften zu studieren, sieh erat dann die Anwendung 
auf die ihm gerade vorliegende Aufgabe selbst zu entwickeln, die 
praktische Reohnung nach den selbst entwickelten Formeln durch- 
zuführen, und wenn etwa die Proberechnung einen vorgefallenen 
Irrtum nachweist, ausznmitteln, ob derselbe in. seiner Formel oder 
in seiner Reohnung liegt Er bedarf vielmehr eines Behelfes, welcher 
ihm die Grundsätze, auf die es vorwiegend ankommt, in möglichst 
populärer Weise, d. h. mit alleiniger Voraussetzung der ihm schon 
geläufigen Vorkenutniase darlege, die wichtigsten Anwendungen — 
vollständig entwickelt und dnrch Beispiele belegt — mitteile und 
ihm Gelegenheit gebe, durch bloBes Nachschlagen fQr alle vor- 
kommenden Ffille wenigstens den einzuschlagenden Weg zu finden." 

Solchen Anforderungen vollauf zu entsprechen, war meine Ab- 
sicht bei der Zusammenstellung vorliegender Studie. Der Schwierig- 
keiten der Verfassung eines derartigen Werkes war ich mir wohl 
bewußt und stimme ich vollkommen fibereiu mit dem Ausspruche 
Gerlings, der in der früher erwähnten Vorrede sagt: „Wenn ich es 
nun unternehme, diesem Bedürfnis entgegenzukommen, so verhehle 
ich mir dabei nicht die großen Schwierigkeiten, die sich einem 
solchen Beginnen entgegenstellen; im Gegenteil, ich halte die Auf- 
gabe, einen Behelf über einen wissenschaftlichen Zweig zu schreiben, 
um ihn dadurch dem Bedürfnisse zugänglich zu machen, für eine 
der schwierigsten Aufgaben, die es überhaupt gibt. Weit entfernt 
bin ich davon, zu glauben, daB ich mit der vorliegenden Arbeit 
dieses mir vorschwebende Ideal erreicht habe; redlich bin ich jedoch 
bemüht gewesen, mich demselben soweit als möglich zu nähern." 

Im Sinne dieses Ausspruches beabsichtigt die Studie, bei mög- 
lichster Wahrung des wissenschaftlichen Charakters, die Mitte zwi- 
schen jenen Darstellungen einzuhalten, welche fast nur Formeln 
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ohne BegrOnduBg bringen, und den über diesen Gegenstand bereits 
erschienenen Spezialwerken. 

Eine klare Anordnung des Stoffes nnd eine auf gründliches 
Verständnis hinzielende sorgfältige nnd leichtverständliche Dar- 
stellnng bildeten die Grundsätze für die Yerfassang. 

Die Eotwiaklungeo sind absichtlich mit solcher Ausführlichkeit 
gegeben, daB sie ohne Zuziehung weiterer Behelfe verfolgt werden 
können. Dnrch die Einfügung einer größeren Zahl, wie ich hoffe, 
gat gewählter Beispiele ist der Erfassung der theoretisohen Sätze 
Torgearbeitet, zugleich aber auch eine Anleitung zu praktischen An- 
wendungen derselben gegeben. Es sei noch bemerkt, daß selbst die 
einfachsten Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche in der 
Mittelschule gelehrt werden, in der vorliegenden Studie besprochen 
sind, denn — wie sich der Leser leicht fiberzeugen kann — erfor- 
dern selbst die in das Gebiet der elementaren Wahrscheinlichkeits- 
rechnung fallenden Beispiele mitunter eine scharfe Zergliederung 
der Bedingungen der Aufgabe. 

Das gesamte Werk soll demnach auch dem Anfänger die Mög- 
lichkeit bieten, sich leicht und selbständig in die Ausgleichungs- 
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate einzufütiren. 

Der vorliegende erste Band bildet die unerläßliche theoretische 
Grundlage für die im zweiten Bande aufgestellten Untersuchungen 
im Schießwesen. Es sei jedoch gleich hier bemerkt, daß der zweite 
Band auch zahlreiche ergfinzende theoretische Betrachtungen dort 
enthalten wird, wo dies für die Behandlung der beW^ffenden Probleme 
notwendig ist; so z. B. das Theorem von Bernoulli, dann die Wahr- 
scheinlichkeit der möglichen Ursachen eines beobachteten Ereignisses 
und die Wahrscheinlichkeit künftiger Ereignisse auf Grund von Beob- 
achtungen. 

An dieser Stelle sehe ich mich ganz besonders verpflichtet, dem 
Herrn k. k. Hofrat Emanuel Gzuber, Professor an der Tech- 
nischen Hochschule in Wien, meinen ehrerbietigsten Dank dafür 
aaszusprechen, daß er mir gestattete, seine anerkannt vorzüglichen 
Werke in so ausgiebiger Weise zu benutzen, wie es in der vor- 
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liegenden Arbeit geschah, und daß er die Oüte hatte, das Manuskript 
einer gründlichen Durchsicht zu unterziehen. Die mir von ihm ge- 
gebenen Winke und Anregungen habe ich zum Vorteile der Studie 
im weitesten Maße ausgenützt. 

Mit dem Gefühle tiefster Dankbarkeit muß ich anch meines 
ehemaligen Lehrers der Ballistik, gegenwärtigen Präsidenten des 
Technischen Militärkomitees, Sr. Exzellenz des k. und k. 
FeldmarschaUeutnants Nikolaus Ritter von Wuich gedenken, 
der es verstanden hat, durch seine bahnbrechenden Veröffentlichungen 
auf dem Gebiete der Ballistik hohes Interesse für diesen Gegen- 
stand allerorts einzuflößen, und der wiederholt seine gütige Teil- 
nahme für meine Arbeiten bekundete. Ich durfte auch diesmal viele 
wichtige ballistische Probleme, die sein geistiges Eigentum sind, im 
zweiten Bande benützen. 

Dem k. und k. Reichskriegsministerium, welches mir durch 
seine munifizente Förderung die Veröflentliohung dieser Studie ermög- 
lichte, erlaube ich mir hier meinen tiefgefühlten Dank auszusprechen. 

Der Verlagsbuchhandlung Carl Fromme danke ich für 
das liebenswürdige Entgegenkommen, mit welchem sie alle meine 
Wünsche bei der Drucklegung des Werkes erfüllte und dasselbe äußerst 
vornehm ausstattete. 

Wien, 4. Oktober 1906. 

Der Verfasser. 
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also einem beBtimmten GeBetze naterliägen, iafol^edesaen &a6h alle 
unter gleiotten UmstflndeD angestellten Beobaohtnögen etetä in dem- 
selben Siäiie Toä der Wahrheit abweichen werden. 

Hat maä z. B. zur Mesanng einer Streoke von der wahren 
Länge L Meßlatten benützt, die bei einer bestimmten Temperator ^C 
die Länge im haben, wnrde aber die Messung bei einer Tem- 
peratur von fi^G dürohgeffihrt und n Lattenlängen erhalten, eo wird 
die gesuchte Lfinge sein: 

L = in — JL oder L = in + ^L, 
je natihdem ti <.t oder f, > f ist, 

Wobei ^L dem Temperatorelnnusse zuzuschreiben and als ein 
regelmäßiger oder systematisoher Fehler zu bezelchaen ist; das Vor- 
zeichen ist von vornherein bestimmbar und der Fehler kann in 
Rechnung gebracht werden. 

Die systematischen Fehler werden bedingt durch systematiBch 
wirkende äußere Einflfiase (Temperatur, Luftfeuchtigkeit u. s. w.), 
haben übrigens ihre Quelle auch in den benutzten Instrumenten 
und in der Art der Auffassung der beobachteten Ersohäinung von 
Seite des Beobachters. Diese Fehler werden sich erst zu erkennen 
geben, wenn die Möglichkeit vorliegt, die Messungen, beziehungs- 
weise Beobachtungen unter anderen äußeren Umständen, mit anderen 
Instrumenten, nach anderen Methoden u. s. w. anzustellen. 

Es ist daher eine der wichtigsten Antgaben des die Messung 
Leitenden und des Beobachters selbst, alle möglichen Ursachen der 
fegelmäßigen Fehler sowie die Gesetze, nach welchen sie wirken, 
schon im voraus zu prüfen, um sie entweder ganz zu beseitigen 
oder durch Wahl der entsprechenden Methoden oder durch zweck- 
mfiBlge Anordnung der Messungen, beziehungsweise Beobachtungen 
oder endlich durch Rechnung aus dem Resultate zu eliminieren. 

Die regebnäßigeD Fehler und ihre Tilgung finden in der Lehre 
von den Beobachtungen die nötige Würdigung. 

Die groben, sowie die regelmäßigen oder systematischen Fehler 
kann man anch in eine Gmppe als vermeidliche Fehler zusammen- 
fassen. 

Zu 3. Unregelmäßige, zufällige oder unvermeidliche 
Fehler sind solche, die aus unregelmäßig wirkenden Fehlerquellen 
-entspringen, deren Einfluß auf die Messung, beziehungsweise Beob- 
achtung daher auch keinem Gesetze unterliegt und im voraus absolut 
keiner Berechnung unterworfen werden kann. 

Hieher gehören z. B. die Fehler, welche aus der UnvoUkommen- 
iieit unserer Sinne, aus der nicht mathematisch vollkommenen Kon- 
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stmktloQ der Instramente, aas einer nicht absolut festen Aufatelinng 
derselben, aus der Einwirkang der Temperaturänderungen auf die 
einzelnen Teile der Instrumente, aus den äuSeren Einflüssen auf 
die Beobachtung, wie ungletohe Beleuchtung, Unruhe der Bilder n. s. w. 
hervorgehen. 

Man nennt sie unvermeidliche Messungs- oder Beobachtangs- 
tehler, weil es nicht in der Macht des Beobachters liegt, sie gänzlich 
zu verhindern, obgleich er durch gesteigerte Sorgfalt imstande ist, 
sie in möglichst enge Grenzen zu bringen. 

Der Hauptcharakter der unvermeidlichen Fehler liegt sonach 
datin, daß sie bei anter gleichen Umständen wiederholten Be- 
obachtungen in verschiedener Größe auftraten. 

Da sie nämlich aus so vielerlei Fehlerquellen entspringen, so 
ist die Abweichung d6r Beobachtung von dem wahren Resultate 
bald erheblicher, bald geringer, je nachdem die Wirkungen der 
einzelnen Fehlerquellen mehr oder weniger in gleichem Sinne, 
nämlich das Resultat vergrößernd oder verkleinernd, ausfallen oder 
nicht. Eine weitere Eigenschaft der unvermeidlichen Beobachtungs- 
fehler ist die, daß sie ebensogut positiv wie negativ auftreten können. 



3. Charakteristische Eigensohaften der unregelmäßigen, zu- 
fälligen oder unvermeidlichen Fehler. 

Vorhin wurde klargelegt, was unregelmäßige, zufällige oder 
unvermeidliche Fehler sind und hierauf basiert auf ihre wichtigsten 
Eigenschaften geschlossen; nunmehr sollen die charakteristischen. 
Eigenschaften dieser Fehlergattung, welche den Gegenstand der 
Fehlertheorie bildet, übersichtlich zusammengefaßt angeführt werden. 

Wie unregelmäßig und scheinbar gesetzlos anch das Auftreten 
der zufälligen Beobachtungsfehler sein mag, so lassen sich doch 
schon aus dem Begriffe derselben einige charakteristische Eigen- 
schaften folgern, wenn die Beobachtungen unter gleichen Um- 
ständen und mit gleicher Sorgfalt angestellt wurden, u. zw.; 

a) Bei einer größeren Anzahl derselben werden positive und 
negative Beobaobtungafehler von derselben absoluten Größe gleich, 
häufig vorkommen, d. i. gleich wahrscheinlich sein; denn im Gegen- 
lalle müßte das Oberwiegen der einen oder der anderen durch eine 
regelmäßig wirkende Ursache hervorgebracht, d. i, ein regelmäßiger 
Fehler vorhanden sein, welcher Fall im vorhinein ausgeschlossen 
wurde. 
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b) Kleinere Fehler werden häufiger TorkommeD als größere 
lind Bind demnach wahrscheinlicher; denn um einen größeren 
Beobachtongsfehler za erzeugen, müssen otfönbar mehrere zufällig 
wirkende Fehlerquellen in demselben Sinne zusammenwirken oder 
die eine oder die andere in ungewöhnlich hohem Orade auftreten. 

c) Theoretisch genommen wird ein beliebig großer Beobachtnngs- 
fehler nicht als unmöglich zu betrachten sein; in der Praxis jedoch 
wird es bei jeder Gattung von Beobachtungen eine, wenn auch 
nicht scharf bestimmbare Grenze geben, welche die Beobachtungs- 
fehler nicht überschreiten, weil man immer annehmen muß, daß die 
Beobachtungen mit jener Genauigkeit gemacht sind, welche die in 
Rede stehende Beobscbtungsgattung gestattet. 

4. Ziel der Ausgleiehsreehnung. 

Nach dem bisher Gesagten ist bei Beobachtungen das Eintreten 
zufälliger Fehler unzweifelhaft; selbst wenn man ein Beobachtungs- 
resultat absolut richtig erhalten würde, so wäre dieses nicht einer 
vollkommen fehlerfreien Beobachtung, sondern dem gegenseitigen 
Aufheben der zufälligen Fehler zuzasohreibea Der Beobachter ist 
jedoch über deren Größe im Ungewissen, solange er sich nicht 
Mittel verschafft, hierüber ein Urteil fällen zu können. Mißt oder 
beobachtet man eine Größe nur einmal, oder mißt man eben nur 
so viele Größen, als für eine vorliegende Arbeit unumgänglich er- 
forderlich sind, so wird man nie zn einem Urteil über die Richtig- 
keit seiner Arbeit gelangen. Hieraus folgt zunächst, daß mehr Beob~ 
achtungen angestellt werden müssen, als für den angestrebten Zweck 
erforderlich wären, um die Existenz von Fehlern zn erkennen. Das 
praktische Gefühl, welches der wissenschaftlichen Untersuchung ge- 
wöhnlich vorauszueilen pflegt, leitete auch schon von jeher dahin, 
nebst den notwendigen Messungen auch noch sogenannte Eontroll- 
messungen anzustellen. Bestimmt man aber ein und dieselbe Größe 
durch wiederholte Messungen, oder macht man überhaupt mehr 
Messungen (Beobachtungen) als nnumgängllch erforderlich 
sind, sogenannte überschüssige (überzählige) Messungen, so 
ist in der EomblDation der Beobachtungen ein Mittel geboten, um 
zu dem plausiblen oder wahrscheinlichsten oder vorteil- 
haftesten Resultate zu gelangen. Dieses letztere mit Benützung der 
Überzähligen, im allgemeinen differierenden, sogenannten wider- 
sprechenden Beobachtungen aufzufinden, ferner über die Größe 
der zufälligen Fehler und über die Genauigkeit einer Arbeit näheren 
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Au(bo)i1u6 zu geben, bildet den Gegenstaiid eioer eigeoep von Gauß 
migeetßlltm Theorie, welche upter dem Namen Ansgleiobs- 
rechnQOg naoh der Methode der kleinsten Quadrate be- 
kannt ist. 

Uessnogsrespltate, die einer Ausgleichung unterworfen werden 
sollen, mtUsen sowohl von groben als auQh von regelmäßigen oder 
gyatematisoheu Fehlern befreit sein. 

Das Ge9agte soll, 8<)wei| tunliob, an ^wei bis ins Detail ausge* 
fahrten 3«iBpielen erläutert werden. 

1. Beiapipl. Zur Bestimmiing der no^fa unbekannten Länge 
^er Strecke geien 4 Uessnugen vorgenommen worden, welche er* 
geben haben: 

i, = 128-81 1», 

Üi = 123-86 m, 

ia= 1 23-81 m, 

l4 = 128-88*». 

Der Widerspruch zwieohen den Beobachtungen liegt hier 
darin, daß It, 1%, It, Z« nicht untereinander gleich sind, obwohl alle 
Tier Längen der wahren Länge der Strecke gleich sein sollen. 

Die irahre Länge der Strecke sei mit X bezeichnet; diese 
Länge wird man infolge der Widersprüche in den angestellten, in 
übemohaBSiger Anzahl vorhandenen Beobachtungen selbstverständlich 
nicht bestimmen können, sondern nur die auf Grund vorliegender 
Beobachtungen plausible Länge, welche mit :» bezeichnet werden 
möge. Uan hat somit die wahre Länge X. der Strecke von der plau- 
siblen Länge x strenge zn unterscheiden. 

Die an den Beobachtungen l^, lg, l^, ti anzuhriogenden Ände- 
rungen müssen derart besohaffeii sein, daß sie die Wirkung der 
i^ufälliges Fehler — denn nur solche werden vorauBgesetzt — auf- 
zuheben geeignet sind. Diese Änderungen sind demgemäß als Ver- 
beaserungea aufzufassen. 

Zur Bestimmung der Qröße dieser Verbesserungen halte man 
sich vor Augeq, daß man für die Wahrheit kein anderes Zeugnis 
besitzt als jenes, welches die gemachten Beobachtungen ablegen; daß 
die Anbringung von Verbesserungen an dieselben ein durch äußere 
zufällige, nicht in unserer Gewalt befindliche Ursachen herbei- 
geführtes notwendiges Dbel ist, und daß man also, indem man sieh 
der unerreichbaren Wahrheit möglichst nähern will, dieses Übel so 
klein als möglich zu machen hat oder sich dem unmittelbaren 
Zeugnis der Beobachtungen so nahe als möglich anschließen soll. 
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Diesem BedOrfois eotspricht man nun, indem man für die 
OrÖSe der Verbesserungen als Prinzip festsetzt, daß die Summe 
der Quadrate der Verbesserungen so klein als mögliob 
werde. 

Bezeichnet man, zum vorgelegten Zahlenbeispiel zurüokkebrend, 
die an Ij, It, If, It anzubringenden Verbesserongen, beziehangsveise 
mit li, X^ la, >U, 80 bestehen die Gleiohnngen: 

oder in anderer Schreibart 

worin, wie bereits gesagt, x die noch unbekannte plausible Länge 
der Strecke bedeutet. 

Die Voranstellung des negativen Gliedes vor das positive in 
den rechten Teilen dieser Gleichungen geschah unter Berücksichti- 
gung des Umstandes, daß dieser Schreibweise in der einschlägigen 
Literatnr der Vorzag gegeben wird. N'nn sind nach dem festgesetzten 
Prinzipe die Größen A,, X^, i^, It ao zu bestimmen, daß die Summe 
ihrer Quadrate, d. i. 

ein Minimum wird. Es liegt in der Natnr der Aufgabe, daß hier 
nur ein Minimum eintreten Ininn. Im Ausdrucke für S ist x die 
einzige VerSnderliohe und man erhält durch Differentiation nach 3;: 

-^^2{-l,+x) + 2(-l,-\-x) + 2(~l,-i-x)-\-2(-l,-\-x). 

Damit S so klein als möglieh werde, muß demnach die Beziehung 
stattfinden: 

Die Auflösung dieser Gleichung gibt: 

hiemit findet man 

A, = -(-00175, A, = — 00825, Aj = -|-00175, A* = — 00026. 
Bildet man nun die Summen ^i -|- At, ^ + A«, k 4- A,, /« -f A«, 
welche man die ausgeglichenen Beobachtungen nennt, so sieht 
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man, daß dieselben einander gleich werden, und man mnß letztere 
für den Wert des unbekannten X, d. i. für die wahre Länge der 
Strecke annehmen, und zwar wenigstens solange, als nicht neue 
Beobachtungen hinzukommen. Unter demselben Vorbehalte muß 
man dann konsequenterweise auch — Ai, — ij, — Ij, — i« für die 
unvermeidlichen Fehler halten, die in den vorliegenden Messungen, 
für den Beobachter anbewußt, enthalten waren, und macht somit 
auch stiUschweigend für die Größe dieser Fehler die Voraussetzung 
der kleinsten Quadratsumme. Man hat also strenge zwischen „Fehler 
(Widerspruch)" nnd .Verbesserung" den Unterschied zu machen; 
es ist: 

Fehler (Widerspruch) = Beobachtungsgröße — Sollbetrag, 
Verbesserung = Sollbetrag — Beobachtungsgröße. 

Sie sind absolut gleich, aber mit entgegengesetzten Qualitätszeichen 



Man hat also das arithmetische Mittel für den wahren Wert 
zu nehmen und macht hier die merkwürdige Erfahrung, daß das 
testgesetzte Prinzip auf dieselbe Rechnnngsoperatlon führt, welche 
seit Jahrhunderten, ehe von Ansgleichsrechnungen im allgemeinen 
die Rede sein konnte, von dem praktischen Gefühle vorgeschrieben 
wurde. 

2. Beispiel. Es sei ein Punkt einer Ebene zu bestimmen. Be- 
kanntlich kann dies auf verschiedene Arten, beispielsweise durch die 
Angabe der Koordinaten diesds Punktes bezogen auf zwei recht- 
winkelige, sonst aber beliebig in der Ebene liegende Achsen erfolgen. 
Mißt man jedoch wiederholt die beiden Koordinaten eines und des- 
selben Punktes, so erhält man beispielsweise bei der 

ersten MessuDg x,, yi, 
zweiten „ x,, y^, 
dritten „ Oj, y^. 

Der durch die unvermeidlichen Fehler herbeigeführte und 
durch die Ausgleichung wegzuschaffende Widerspruch ist hier ein 
doppelter. Es sind nämlich weder die x Koordinaten noch die y 
Koordinaten eloander gleich. Die wahren Werte X, Y der Koordi- 
naten des Punktes wird man nie ermitteln können, sondern nur die 
auf Grund der vorliegenden drei Messungen plausiblen Werte, 
welche zum Unterschiede von den wahreo Werten mit x, y bezeichnet 
werden .mögen. Man hat somit nach den bisherigen Untersuchungen 
zu setzen 
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y=y\ +^ — s/s + i* = yi + ^. 

oder in anderer Schreibart 





j,--x,+x, i,=-y.+y, 




1,= — «, + «, !. = — !(, + !/, 




i.= -2-.+!c, l, = — ij, + y. 


1 ist 




S=( 


- ic, +»)■ + (- s, +.,)■ + (- X, + 1)« + (- 



also erscheint S als FunktiOD von zwei unabhängigen Veränder- 
lichen, nämlich x und y. Die partielle Differentiation nach diesen Ver- 
änderlichen gibt 

SS 



3x 



= 2(- 3r, 4- x) + 2 {- a:, + x) + 2 (— Xb + x), 



Da nach dem festgesetzten Prinzip S ein Minimum werden mnS, so 
hat man als Bedingungsgleichangen hiefür 

3S _ 3S 

Sx ~ ' 5y ~ 

oder 

(-x,+x) + (-:^+a;) + {-3:, + x) = 0, 

(-yx+y) -\-{-yi-\-y) + (-Vi-^y) = 0- 

Diese beiden Gleichungen enthalten die zu bestimmenden Größen 
bereits getrennt und man findet 

, xx-^Xj + Xj .._ yi + yi + ya 

a._ ^ , y_ ^ 3 

welche Werte auf Grund der vorliegenden Messungen die plau- 
siblen oder wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten des zn 
bestimmenden Punktes darstelleu; auf Grund der vorliegenden 
Beobachtnngen können diese Koordinaten als die wahren Werte 
der Koordinaten angesehen werden. 

Man erkennt, daß der plausible Punkt mit dem Schwerpunkte 
der durch die unmittelbare Beobachtung gefundenen Pünktlagen 
zusammenfällt. 

Zu diesem Beispiele sei noch die folgende Bemerkung bei- 
gefügt: Der Ausdruck (— x,-)-x)* + ( — yi-{-y)^ stellt bekanntlich 
das Quadrat des Abstandes des durch Xf, yi bestimmten Punktes 
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vom Punkte, desBen Koordinaten x, y sind, dar. Der Ausdruck S 
drflckt somit die Summe der Quadrate der Abstände der drei 
Punkte Xi, y^; Xa, y^; x^, y^ vom Punkte x, y aus. Man erkennt 
daher, daß das angegebene Verfahren denjenigen Punkt fOr den 
wahren zu uehmen lehrt, deaaen Abstände von den anderen, durch 
die einzelnen Beobachtungen gefundenen Puakteu, eine mögliohat 
kleine Quadratsumme geben. Auch im i. Beispiel, wo die Punkte 
alle in gerader Linie lagen, ist die Quadratsumme der Abstände 
ein Minimum geworden. 

Nach denselben Grundsätzen wäre vorzugehen, wenn ein Punkt 
des Raumes durch drei rechtwinkelige Koordinaten zu bestimmen 
wäre. Erfolgt die Messung derselben dreimal, so erhält man 
schlieSlich 

_ !/i -f yi + gB . _ 'i + gg -f g» 



Eis muß hier noch besonders erwähnt werden, daQ auch in dem 
Falle, wo ffir die vetsohiedenen Koordinaten nicht «ine gleiche An- 
zahl von Beobachtungen vorliegt, doch das arithmetische Mittel aus 
den Messungen jeder einzelnen Koordinate genommen werden müßte. 
Wenn also beispielsweise im letzten Falle nicht alle drei Koordinaten 
gleich oft gemessen worden wären, sondern nur zwei Messungen 
fOr X, dagegen drei Messungen für y und vier Messungen für z 
vorliegen, so würde man nach demselben Prinzip erhalten: 

.,. _ ■^+^ „ _ i/i 4- gj + y» , „ »1 + ^ + % -f '< 

j.- - y-. , ^- 4 ^- 

Liegen also Beobachtungen in überschüssiger Anzahl vor, so 
hat man sich zunächst die Widersprüche klar zu machen, welche 
in ihnen liegen oder aus ihnen folgen, sodann kann man die Auf- 
gabe der Ausgleichsrechnung im allgemeinen in folgender Weise 
formolieren : 

Für das System der wirklich beobachteten Größen ist ein 
anderes System von Größen ^ die ausgeglichenen Beobachtungen 
— zu substituieren, welche die Eigenschaft haben, daß a) alle 
Widersprüche wegfallen, die sich in den Beobachtungen oder deren 
Folgerungen vorfinden, und daß b) die Unterschiede zwischen den 
ansgegliobenen Beobachtungen und den wirklichen Beobachtungen 
eine möglichst kleine Quadratsumme geben. 
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5. Beispiele. 

Zum besseren Veretändais des Qesagtea seien noch weitere 
Beispiele beigefügt; 

Worden Beobachtungen in Qberscbüssiger Anzahl angestellt, 
so wird sieb das Vorhandensein der in ihnen enthaltenen unver- 
nieidlicben Fehler im allgemeines und in der Regel, wie bereits 
bekannt, dadurch bemerkbar maoheq, daß unter den Beobachtungen 
selbst, oder den daraus gezogenen Folgerungen Widerspräche 
stattfinden. Hat man 9. B' einen und denselben Winkel dreimal ge- 
messen, so muß man darauf rechnen, daß die drei Angaben, wenn 
auch noch so wenig, voneinander verschieden siqd, und also jede 
einzeilig Ibfl' die wahre GrÖGe des gemessenen Winkels eine Aus- 
sage abgibt, welche die Angaben der beiden anderen negiert. Hat 
man oi;n die drei Messuogsergebnis&e zur Gewinnung eines Wertes 
des zu bestimmenden Winkels irgendwie 
kombiniert, so erfordert die Aufhebung der 
Widersprüche, daß man an jedem Messunga- 
resultat eine Korrektur anbringe, welche es 
dem aus der Kombination gewonnenen Werte 
der Unbekannten gleich macht. 

Will man von einem Punkte {Fig. 1) 
aus die gegenseitige Lage dreier gerader 
länien OA, OB,OC bestimmen und dazu 
eine überschüssige Beobachtung mitbenutzen, 
so wird man die Winkel AOB, BOC \mA A 

aueh noch AOC messen Und hat dann zu erwarten, daß die Messung 
der Summe AOC etwas verschieden ausffiUt von der durch Addition 
der beiden Olbrigen gemessenen Winkel berechneteo Summe. Wieder 
wird es sich darum handeln, alle Messungen zu einer eisdeutigen 
Bestimmung der gegenseitigen Lage der drei Strahlen zu kom- 
binieren, und dies wird wieder mit einer Ausgleichung der Messungs- 
ergebnisse einhergehen. 

Mißt man in einem Dreieck alle drei Winkel, so wird der Wider- 
spruch sich darin finden, dsß jeder Winkel durch die Messung selbst 
etwas anders angegeben wird, als man ihn durch Berechnung aus den 
beiden anderen findet Damit dieser Widerspruch mit der Theorie 
aufhöre, werden an den Messungsergebnissen Änderungen anzubringen 
sein, welche den Winkele die Eigenschaft, die Winkel eines Drei- 
eckes darstellen zu können, erst verleihen. Die so bestimmten Drei- 
eckswinkel werden die ausgeglichenen Dreieckswinkel genannt. 
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Eb wurde gesagt, daß bei Beobachtungen in überachüssiger 
Anzahl im allgemeinen und in der Regel Widersprüche statt- 
finden werden, sobald zufällige Fehler vorhanden sind; man kann 
allerdings die Möglichkeit nicht leugnen, daß in einzelnen FSllen der 
Widerspruch wegfallen könnte. Ein solches Ereignis müßte man aber 
dann selbst für zufällig halten und darauf rechnen, daß noch weitere 
angestellte, mit unvermeidlichen Fehlem behaftete Beobachtungen 
einen Widerspruch zum Vorschein bringen würden, well im Oegen- 
falle entweder die Beobachtungen ganz fehlerfrei sein müßten, was 
nicht möglich ist, oder die begangenen Fehler nicht zufällig wären, 
was gegen die Voraussetzung ist. 

Der Umstand, daß sich Widersprüche in den angestellten, in 
überschüssiger Anzahl vorhandenen Beobachtungen finden, macht es 
nun unmöglich, mit absoluter Gewißheit die Wahrheit zu erkennen, 
welche man sucht. Es sind gleichsam mehrere gleich glaubwürdige 
Zeugenaussagen über eine und dieselbe Tatsache vorhanden, welche 
aber voneinander etwas abweichen. Uan muß sich also begnügeu, 
statt der gesuchten Wahrheit selbst eine derselben möglichst ange- 
näherte Angabe zu finden, welche man für die Wahrheit an- 
nehmen kann und solange wenigstens annehmen muß, bis etwa 
durch nett hinzugekommene Beobachtungen ein* weitere Annäherung 
zu gewinnen ist. 

Sind li, 2], ^ beispielsweise die direkten^^Beobachtungsergebnisse 
einer unbekannten Größe, so hat lüan als(^ die Aufgabe, aus den- 
selben einen Wert x abzuleiten, der dam Wahren Werte, welcher X 
heißen möge, möglichst nahe kommt. * 

X nennt man den plausiblen oder wahrscheinlichsten 
oder vorteilhaftesten Wert der Unbekannten. Derselbe weicht 
von li, 2i, li um Größen K,, A«, A, ab, um welche diese verbessert 
werden müssen, damit sie unter sich und mit x übereinstimmen. 

Dia Größen i^, i^, Is nennt man die plausiblen Verbesse- 
rungen, ihre negativen Werte die plausiblen oder scheinbaren 
Beobachtungsfehler. 

h +^i> h-\- hl h + ^B heißen die ausgeglichenen Beob- 
achtungswerte. 

Man hat ohne weiteres die Gleichungen : 

welche Fehlergleichungen heißen mögen. Da nun schon eine 
dieser Gleichungen (/ = o gesetzt) ausreicht zu einer Bestimmung 
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der Unbekannten, so sind 3 — i der Gleichungen nnd Messungen 
übersobössig. Allgemein bei n direkten Beobachtungen einer unbe- 
kannten Größe sind n — 1 übersohüssige Beobachtungen und 
Fehlergleicbungen vorhanden. 

Für den wahren Wert der Unbekannten nnd die wahren Ver- 
besserungen hat man die Gleichungen: 
s. = -^ + X 
s, = — la + X, 

*a = — ^ + -X^; 
dieselben lassen zwar X nicht finden, werden sich aber in der Folge 
doch nützlich erweisen. 

6. Übersieht der verschiedenen Fonnen der Ausgleichungs- 
aufgaben. 

Die Aufgaben, welche in der Ausgleiobsrechnung zur Behand- 
lung kommen, lassen sich vom praktischen Gesichtspunkte aus in 
drei Gruppen teilen, je nachdem ihnen zu Grunde liegen : 

a) Direkte Beobachtungen, wobei die gesuchte Größe un- 
mittelbar beobachtet wird ^dey aber als Funktion von direkt beob- 
achteten Größen 'auftritt. 

b) Vermittelnde Beobachtungen, bei welchen die gesuchte 
Größe, beziehunjf B weise . die gesjchten Größen auf Grund anderer 
direkt bestimmbarer Größen, mit welchen sie in einem bekannten 
Zusammenhange stehen, abgeleitet werden. 

c) Bedingte Beobachtungen, bei denen zwischen den ge- 
suchten, direkt beobachteten oder den auf Grund von vermittelnden 
Beobachtungen bestimmten Größen Bedingungsgleichungen bestehen, 
die streng erfüllt werden müssen. 
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II. Abschnitt. 

Fehlergesetz. 

1 Das Fehle^esetz (Fehlerwahrseheinliehkeitsfunktlon, Gesetz 

der FehlerhäuE^kelt) und die Fehlerwahrscheinliohkeitskurre 

Im allgemeinen. 

Aus den Eigensohaften der zufälligen Beobachtungsfehler folgt, 
daS die Wahre cheinliohkeit eines zufälligen Beobaohtungsfehlers x 
jedenfalls tod dessen Gr&Qe abhängt und somit als Funktion der- 
selben betrachtet werden darf. Die Wahrscheinliclikeit, den zufälligen 
BeobaehtUDgsfehler -j-x zu begehen, ist ebe ."^o groß, wie dieWahr- 
scheinüohkeit für den Fehler — x, .wie dies die erste der im I. Ab- 
schnitte, Punkt S, angeführten Eigenschaften der zufälligen Beob- 
achtungsfehler erfordert. Die Häufigkeit des Auftretens der Fehler 
gestaltet sich also symmetrisch in Bezug auf den fehler Null. Zufolge 
der zweiten Eigenschaft der zufälligen Beobaohtungsfehler muß der 
Wert der Wahrscheinlichkeit, der für x=^0 ein Maximum ist, mit zu- 
nehmendem X abnehmen; aus der dritten folgt endlich, daß, wenn 
X über eine gewisse Grenze hinaus wächst, die Wahrscheinlichkeit 
sehr klein werden oder der Grenze Null sich nähern muß. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler zwischen und x be- 
gangen wird, kann als eine Funktion der oberen Grenze x angesehen 
werden; diese Funktion sei durch <& (x) bezeichnet Die Wahrschein- 
lichkeit, daß der Fehler zwischen und x-j-dx liegt, Lautet alsdann 
^{x-^dx). Weil das Intervall, in welchem der Fehler erwartet wird, 
in diesem Falle größer ist als im ersten Fall, so muß auch 
^(x-\-dx)> ^ (x). Die Differenz ^{x-\-dx) — * (x) = <&' (x) d x der 
Wahrscheinlichkeiten ^{x-\-dx) und 0(x) hat auch die Bedentung 
einer Wahrscheinlichkeit. Sie stellt die Wahrscheinlichkeit dar, 
daß ein Fehler in das Intervall von x bis x-\-dx fällt oder 
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«wischen den Grenzen x und x-i-dx eingeschlossen ist und 
sie beträgt ^[x)dx. 

Bezeichnet man die Funktion 0' (x) mit tp (x), so ist ip{x)dx 
die Wahrsoheinlichkeit dafQr, daß der begangene Fehler zwischen 
X und x-\-dx liegt. Man sagt, wenn auch nicht ganz richtig, ip{x)dx 
' ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Fehler x begangen wird. 
Stillschweigend hat man hinzuzudenken, daQ eigentlich der begangene 
Fehler zwischen x und x-\-dx liegt, wobei dx unendlich klein ist. 
Die Anwesenheit eines unendlich kleinen Faktors dx in (p(x)dx 
erklärt sich dadurch, daß bei der unendlichen Anzahl der mög- 
lichen Fehler die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen bestimmten 
Fehlers notwendig unendlich klein ist. 

Wenn man <p(x)dx kurzweg als die Wahrscheinlichkeit des 
Fehlers x bezeichnet, so gründet sich dies auf die Vorstellung, daß 
alle Fehler des Intervalls x bis x-\-dx als untereinander gleich 
und gleich x angesehen werden, gegen welche Vorstellung vom 
praktischen Standpunkte nichts einzuwenden ist. 

Die Funktion fi {^) heißt das Fehlergesetz oder die Fehler- 
wahrscheinlichkeitsfunktion oder das Gesetz der Fehler- 
häufigkeit. 

Die Kurve, deren Gleichung y^tp{x) ist, stellt in ihren Ordi- 
naten den Verlauf der Wahrscheinlichkeit des Fehlers x, welcher 
als Abszisse aufgetragen wird, dar und heißt aus diesem Grunde 
die Fehlerwahrscheinlichkeitskurve. Es hat dann die Wahr- 
scheinlichkeit ip(x)dx eines Fehlers zwischen a; und x-{-dx die 
Bedeutung eines Fläohenelements. Die Funktion (p {x) \ wirdjeine 
gerade fseinj/müssen, damit sie für gleiche poBitive und negative 
Werte von x denselben Wert erhält; es muß also bestehend 



4. 



<p(x) = ^(—x). 



Die Kurve y=ip{x) liegt demgemäß symmetrisch /zur ^-Achse^ 

Wäre die Bedingung tp (a-) = ip ( — 3-)[nich^'jBrfüll^feondem etwa 
tp{x)>-<p (— x), so wfirde^ diro. JSteißenV daß in den Beobachtungen/ ; J 
ein Moment liegt, welche^ positive Fehler;' d. h. zu große Resultate, 
gegenüber negativen Fehlern [begünstigtjy^DiesiwidersprichtJ jedoch 
der Natur der zufälligen Fehler.'/ 

Ist dem absoluten Werte nach Xi<:xt, so muß <p{xi):><p{xt)/ 
denn große Fehler sind weniger häufig als kleine Fehler. 

9){0)JstJein Maximum der Funktion. Dies entspricht der Er- 
kenntnis^ daß die Fehler, die der Null am nächsten liegen, am 
häufigsten vorkommen. ' \ 
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Es stelle die in Fi^. 2 gezeichnete Kurve die Fehlerwahrschein- 
lichkeitskurve y^fp{x) dar, Ist Od = a^, ^^' = da;, so repräsentiert 
der Elementar flächenstreifen AA' L' L := q>{x)dx die Wahrschein- 
lichkeit, daß der begangene Fehler zwischen x und x -\-d xjiegt,. 

Ist OP=tt und OQ^ß, so drückt 



die Fläche PQ.R8 



-f} 



ix)dx 



die Wahrscheinlichkeit dafür aus, daß der begangene Fehler zwischen 

zwei um einen endlichen Betrag verschiedenen Grenzen a und ß liegt. 

Schneidet die Fehlerwahrscheinlichkeitskurvo die 3;-Achse in 

den Abständen a; = ±g' von 0, so ist damit gesagt, daß olle Fehler 




sicher zwischen — g und -{-g liegen müssen, und es ist, da die Einheit 
die Gewißheit charakterisiert, 



X' 



{x)dx = 



Die Fehlergrenzen; — g und +g, bis zu deren absolutem Be- 
trage Fehler begangen werden können, lassen sich jedoch nicht 
immer scharf bestimmen. Eine allgemeine, alle Arten von Beob- 
achtungen' umfa8sende>7^eorie muß diese Grenzen unbestimmt lassen. 
) Um, dieser Schwierigkeit auszuweichen, schreibt man 



L 



<p{x)dx = 



da es. gewiß ist, daß der Fehler zwischen den Grenzen — oo und 
-f-oo liegen muß, die .^Js^siii Falle entspreoliende Wahrscheinlichkeit 
demnach zur- Gewißheit wird, also der Einheit gleich ist. 
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Dieser Ausdruck paQt fär alle Fälle. ErfQllt tpix) die Forde- 
rung, daß es für alle Werte von x jenseits der Fehlergrenzen Null 
ist, dann hat die Ausdebnang der Integrationsgrenzen keine Folgen, 
denn man erhält keinen Beitrag zum Integralwert; erfüllt die 
Funktion jene Forderung nicht, dann - muß sie notwendig jenseits 
der Fehlergrenzen so kleine Werte annehmen, daß der daraus resul- 
tierende Anteil des Integrals gegenüber demjenigen, welcher sich ■ 
auf dem Gebiete der möglichen Fehler ergibt, als verschwindend 
betrachtet I werden kann. 

Wiohtig ist auch die folgende Bemerkung: Die Wahrschein- 
lichkeit, daß bei einer Reihe von Beobachtungen ein Fehler zwischen 
/den äußersten Grenzen der möglichen Fehler liegt, ist offenbar die 
GewiQheit entsprechend der ganzen Fläche der Kurve, die daher bei 
den Plächeuvergleichungen als Einheit zu dienen hat. 

Es ist also die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler zwisoheff des 
Grenzen a und ß liegt, dargestellt durch das Verhältnis des von den 
zu a und ß gehörigen Ordinaten abgegrenzten FlächenstÜckes zur 
ganzen von der Kurve y = 'p{x) eingeschlossenen Fläche; die in 
Frage stehende Wahrscheinlichkeit ist also gegeben durch 



/' 



{x)dx 



E 



Die Bedeutung des Ausdruckes ip{x)dx kann man noch von 
einer anderen Seite betrachten. In das Intervall x bis x-\-d-'J: wird, 
eine gewisse Anzahl von Fehlern fallen; diese Anzahl sei gleich Z:,. 
Die Fehler selbst können' als gleich groß, jeder gleich x, angesehen' 
werden, denn sie können sich höchstens um dx voneinander unter- 
scheiden. Ist N die Gesamtzahl aller möglichen Fehler, so drückt 

der Bruch ^ auch die Wahrscheinlichkeit ans für das Auftreten 

N 

eines Fehlers in dem Intervall, x bis x-\-dx. TAsa kann also setzen 
-^^^fp{x)dj^, oder 

Zahl der Fehler zwis che n x und x-\-dx ^ , , , 
GesamtzäSr der" Fehler " '^^'•'^ ■'-; 
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2. Mittel und Wege zur Auffindung des Fehlei^esetzes. 

Das wahre Gesetz der Wahrscheinlichkeit der Beobacbtnngs- 
fehler, für welches die analytische Funktion (p{x) eine Annäherung 
bilden soll, hängt ohne Zweilel nicht allein von der Größe/ des 
Fehlers, sondern auch von anderen Umständen ab, ändert sich 
daher von Fall zu Fall. So wird die Individualität des Beobachters, 
die Beschaffenheit der von ihm verwendeten Instrumente und die 
gemessene Größe selbst dabei eine Rolle spielen. 

Die angeführten charakteristischen Eigenschaften der zufälligen 
Fehler reichen allein zur Bestimmui^ der Funktion q?(x) nicht hin. 
Es ist vielmehr einleuchtend, daß es unendlich viele Funktionen 
gibt, welche 4iese Eigenschaften besitzen. 

Die Aufstellung von ip (x) kann nicht Gegenstand einer rein 
analytischen Deduktion sein, sie muß sich vielmehr notwendig auf 
die Erfahrung stützen. Das primitivste Verfahren bestünde darin, 
daß man versuchsweise Formen für f {x) aufstellt, welche gewissen 
durch die Erfahrung diktierten Forderungen genügen ; der Vergleich 
mit ausgeführten BeobachtUDgsreihen hätte dann zu entscheiden, 
wie weit diese Formen der Wirklichkeit entsprechen und welche 
von ihnen dies am vollkommensten erfüllt. 

Von diesem Verfahren wird hier aus naheliegenden Gründen 
abgesehen und zu demjenigen Verfahren übergegangen, welches der 
ersten wissenschaftlich begründeten Aufstellung von ip(x) durch 
Gauß zu Grunde liegt. 

3. Ableitung des Fehlei^esetzes aus der Hypothese des arith- 
metisohen Mittels. Das Fehlei^esetz von Gauß. 

Der einfachste Weg, durch Beobachtungen (Messungen) den 
wahrscheinlichsten Wert einer unbekannten Größe, deren wahrer Wert 
X sei, zu bestimmen, ist der, daß man diese Größe mit gleichen 
Mitteln und unter gleichen Umständen wiederholt beob- 
achtet (mißt). Da die Ergebnisse, selbst wenn die Beobachtungen 
(Messungen) noch so genau gemacht werden, stets mit Fehlem be- 
haftet sind, so werden sie untereinander nicht übereinstimmen. 

Angenommen, die unbekannte Größe wurde mit gleicher Sorg- 
falt «-mal gemessen und es seien hiebei die verschiedenen Werte 

Is, ?j, ?3, , h erhalten worden. Nach der Voraussetzung verdienen 

alle diese Werte gleiches Vertrauen ; wenn man daher vor die Wahl 
gestellt wäre, einen hievon als den richtigen Wert von X zu wählen, 
so könnte man jeden mit gleichem Rechte als Solchen ansehen. 
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Die Wabl eines einzelnen Wertes von den vorliegenden Werten 
wäre eine Willkär and ea kämen, alle anderen gar nicht in Betracht, 
ihre Ermittlung wäre überflüssig gewesen. 

Man wird sich daher die Frage folgendermaßen stellen: Welchen 
Wert fQr X hat man auf Grund aller vorliegenden Messungen zu 
bevorzugen ? 

Es wird nach der Methode von GaoB angenommen, daß der 
wahrscheinlichste (vorteilhafteste oder plausible) Wert 
einer Größe, welche wiederholt mit gleichbleibender Ge- 
nauigkeit beobachtet wurde, das arithmetische Mittel der 
Beobaehtungsresultate ist. Bedeutet x das arithmetische Mittel, 
30 hat man 

1, .= '■+'■+'■ + +i^i 

Eb liegt im Wesen des arithmetischen Mittels, daß der Wert 
desselben irgendwo zwischen dem kleinsten und dem größten Beob- 
achtungawert liegt; er fällt nie außerhalb des Gebietes der Beob- 
achtungsergebnisse. 

Es handelt sich jetzt am die Beantwortung der Frage: Wie 
bestimmt man das Fehlergesetz auf Grund der Voraus- 
setzung, daß das arithmetische Mittel der Beobachtungen 
der wahrsoheinlichste Wert der unbekannten Größe ist? 

Dadurch, daß man für die unbekannte Größe den Wert x 
annimmt, schreibt man jeder gemachten Beobachtung h einen be- 
stimmten Fehler — Xi zu, so daß h^— ^t + a.-. Man hat also 

Ändert man den Wert von x, so erhält man auch ein anderes 
Fehlersystem; jeder willkürlich angenommene Wert (Hypothese) 
von X erzeugt ein bestimmtes Fehlersystem, welchem eine bestimmte 
Wahrscheinlichkeit entspricht. Setzt man also statt des arithmeti- 
schen Mittels X den Wert 6 ein, so erhält man das Fehlersystem 
( «, = -!, +5. 

3, ^, = -'.+1 

\ S. = ~l. + i. 
Mit der AnDahme des Wertes | sind auch sclion die Feliler S 
Igegeben ;|undalle^sind ebenso wie x und alle A koexistente Gröljen. 
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Die UDendlich kleine Wahrscheinlichkeit, daß ein Fehler von 
der bestimmten Größe d^ begangen werde, oder vielmehr, daß er 
zwischen den Grenzen iJ, und Öi-\-dd liege, wird ausgedrückt durch 



Nimmt man das Fehlerintervall konstant und gleich d ö an, so 
erhält man für die Fehler d^, d^, , S^ die analogen Ausdrücke: 

9(6„)dS. 

Die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens dieser Fehler'*') 
aus der Annahme i, oder die Wahrscheinlichkeit, daß bei n Beob- 
achtungen gerade diese Fehler eintreten oder zusammentreffen, wird 
ausgedrückt durch das Produkt 

4) ?){<*,) 9.(5,) .... 'p{ä„){dS)'. 



*) Eb Bet — ^ der echle Bruoli, welcher die WihrscheLalichkeit des Beob- 

aohlungarehlerB von der Gröfie 4,, und ^ der echte Brach, welcher die Wahr- 

Bclieinllohkelt dea Ton 3, unabhlngigen Beobaohtun ^fehlere B^ ausdrQcbL Das 
heiQt unter je m, möKÜehen Fällen gibt aa g^ Fälle, in denen der Fehler 3, zu 
erwarten ist, tolglioh unter Je m, m, mQglichen Ffillen gibt es ^i ni^ Fälle, in denen 
derselbe Fehler J, zu erwarten iBt. Aber unter je ni; möglichen Fällen gibt es g^ 
Fälle, In denen der Fehler i^ xa erwarten igt, folglich unter Je g, m^ möglichen 
Fällen gibt es ff, g, Fälle, unter denen demelbe Fehler S, zu erwarten ibI. Mithin 
werden anter je n>i m, möglichen Fällen ?, g^ Fälle Torkommen, in denen die 
Fehler S, und J, zugleich lu erwarten sind. Oder mit anderen Worten, die Wahr- 
scheinlichkeit IQr das gleichzeitige Torkommen der Fehler d, and ä, ist gleich 

dem Produkte der Wahrscbeinifchkelten — und — -, welche den vonein- 
ander unabhängigen Fehlern 3, nnd 3^, cinseln genommen, entsprechen. Dehnt man 
diese SchluQweise weiter auf drei, Tier a. h. w. voneinander unabhängigen Fehler 
aus, so wird, man allgemein als Ausdruck der Wahrscheinlich fcelt für das glelch- 
leiUge Vorkommen dieser Fehler das Produkt derjenigen WahTScheinHohkeiten er- 
hallen, welche diesen Fehlern, einzeln genommen, enteprechec. 

Es sei noch hesonders bemerkt; Wenn die Wahrscheinlichkeiten mehrerer 
voneinander unabhängigen Ereignisse £,, ^, E^ u. s. w. einzeln gegeben sind, so 
ist die WahrschelnUchkett, daB irgend eines von diesen Ereignissen eintritt, 
gleich der Summe der den einzelnen Ereignissen zukommenden Wahrscheinlichkeiten, 
dagegen die Wahrscheinlichkeit, daß alle diese Ereignisse zugleich ein- 
treten, gleich dem Produkte der erwähnten Wahrsobeintlolikeiten. 
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Je größer diese Wahrscheinlichkeit ist, desto mehr Anspruch 
auf Geltung hat der angenommene Wert | und unter allen An- 
nahmen wird diejenige die wahrscheinlichste sein, welche die durch 
4) gegebene Wahrscheinlichkeit für das Auftreten des resultierenden 
Fehlersystems zn einem Maximum macht, denn je größer die Wahr- 
scheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlersjstems, desto wahr- 
scheinlicher ist dieses. 

Nach der Methode von GauQ, die auf der Zugrundelegung 
der Hypothese vom arithmetischen Mittel beruht, erhält der frag- 
Jiche Ausdruck seinen größten Wert, wenn man für | den Wert 

t _j_L4- 4-1. 

X = - - ' setzt, wodurch dann 3i den Wert Ai an- 

nimmt. 

Weil (dd)" ein konstanter Faktor ist, so muQ das arithmetische 
Mittel das Produkt 

£l = q>i6,)<p{ät) p(Sn) 

oder auch dessen Logarithmus 

= lv{-h-^^-i-lvi-h + ^)-\- + /9'(~/. + S) 

zu einem Maximum machen. Es muß infolgedessen der Differential- 
quotient --rr für | = a; gleich Null werden. Man hat also 

9(-'. + ir "^ f<-!t+t) ■*' "^9>(-!.+B ' 

oder auch 

Durch Summierung der Gleichungen S)|^erhäl^man mit Rück- 
sieht auf 1) 

ßi+ä,+ +S^=~(k + k+ +U + "I = 

= — na;-l-n6 = n(g~ a;),/ 

welche Gleichung für | ^ x in 

6) (^,+<J, + +Ön = 

Übergeht Hieraus ersieht man, daß mit der Annahme des arithmeti- 
schen Mittels den Beobachtungen Fehler (plausible oder schein- 
bare Fehler -zum Unterschiede von den wahren) zugeschrieben 
werden, deren Summe jederzeit Null ist, die sich also untereinander 
.aufheben. 
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Die Beziehungen fi) und 6) zwischen den an den Beobachtungen 
zurückbleibenden Fetilem mÜBsen gleichzeitig bestehen. Die Glei- 
chung 5) kann man auch in der Form eltshreiben 

d«+ -J^Ä- 



Man erkennt nun, daß die erwähnte Koexistenz nur dann anter 
allen Umständen mögliob iat, wenn 



. = JL<*!^ = 



Konstante, 



oder allgemein, indem man irgend einen der Fehler mit d bezeichnet, 
wenn 



= 4, 



wobei k eine Konstante bedeutet, denn dann bat man 

'> ^"■+'. + + '■'-»■ 

Die Gleichung 8) kann unmittelbar zur Bestimmung der 
Funktion q)(d) verwendet werden. Multipliziert man sie nämlich 
mit dd, so erhält man bei gleichzeitiger Berücksichtigung der Be- 
ziehung dtp{d) = ip (ä)dd 

<p{ö) <p(d) 

und hieraus folgt durch Integration: 

oder 

10) <p(d) = ce' ' 

wo c die Integra tionskonstante und e die Basis der natürlichen Lo- 
garithmen bedeutet, e = 2-7132818 

Berücksichtigt man, daß rp{S) eine mit dem Wachsen von d 
fallende Funktion sein soll, die für d = ihr Maximum erreicht, so 
wird klar, daß k negativ sein muß. Setzt man also 

so wird 

11) ,p(ä) = cc-""- 
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Bestimmung der Konstanten c. 

Da ea gewiß ist, daß.jeder Fehler zwisohen den Grenzen — oo 
und -|- oo Hegen muß, die diesem Falle entsprechende Wahrschein- 
lichkeit demnach zur Gewißheit wird, also der Einheit gleich ist, so 
hat man 






Setzt man A(J = (, also dd=t-r-, so ergibt sich 



fiT"" 



Nun ist bekanntlich (siehe auch Punkt 5 dieses Abschnittes) 
~ '^di=Va {Integral von Laplace), 



£ 





i^'-' 


daraus folgt 

12) 


h 


daher ist schUeßlich 




13) 


9(«) = ~«- 



welche Gleiohang das Fehlergeaetz von GauB ausdrückt. Die 
Funktion 9 (d) wird, wie bekannt, die Fehlerwahrscheinlichkeits- 
fnuktion oder das Gesetz der Fehlerhäufigkeit genannt; man 
bezeichnet ^(d) auch als die relative Häufigkeit des Fehlers 8. 

Die Fehlerwahrscheinliohkeitafunktion enthält eine unbestimmte, 
von der Art der Beobachtungeu abhängige Konstante h. Die Ableitung 
hat die Beweiskraft, welche aus der Hypothese des arithmeti- 
schen Mittels entspringt. Daß das arithmetische Mittel der vorteil- 
hafteste, inabesondere, daß es der wahrscheinlichste Wert sei, ist 
unbeweisbar; aber es lassen sieh mannigfache innere und äuOere 
Gründe anführen, welche für die Wahl dieses Wertes sprechen. 

Man 'kann nun sagen: Die unendlieh kleine Wahrscheinlichkeit, 
daß ein Fehler 6 begangen werde, oder vielmehr, daß er zwischen 
S und S^<16 liege, ist 
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man hat! somit 

Zahl der Fehler zwischen $ u nd S -\- d d h „jiiäi ,j,,, 

Geaamtzahl der Fehler Yx 

Wie aus dorn Gange der Ableitung der Fehlerwahrscheinlich- 
keitsfunktion hervorgeht, drückt diese Punktion streng genommen 
nicht das Gesetz der wahren Beobaohtungsfehler, d. i. der Ab- 
weichungen der einzelneu Beobachtungen von dem wahren Werte 
der beobachteten OrölÜe aus, sondern das Gesetz der Verteilung 
ihrer Abweichungen vom arithmetischen Mittel. Indessen 
ist sie von Gauß sowohl wie von späteren Autoritäten als 
das Gesetz der eigentlichen Beobaohtungsfehler angesehen 
worden. 

Man kann! auf Grund der Gleichungen 5) und ßyauch auf fol- 
gende Art zur Kenntnis der Fehlerwahrscheinlichkeitafunktion ge- 
langen. 

Setzt man , . ^ipiz), so läßt sich der Inhalt der Gleichungen 

6) und 6) derart aussprechen, daß die Summe der Werte der Funktion 
ijr (z) verschwindet, wenn die Summe der zugehörigen Werte der 
Variabelu selbst Null ist, daß also 

^ (a.) + 1*- («*) + +f (ü») = ist, 

wenn z, + üj + -|- a, =0. 

Dies reicht, sofern die Anzahl der Größen si, «j, — min- 
destens drei ist, zur Feststellaog der Form , von iiiz) toU- 
kommen aus. 

Denn differentiiert man die beiden Gleichungen und subtrahiert 
die hiedurch entstandenen Gleichungen 

1^' (z,) rfz, + ,(,' (s,) dz, + + ^' (z„)dz, = 0, 

dei+<izj+ ■j-dz„ = 

voneinander, nachdem man die zweite mit einer unbekannten Kon- 
stanten k multipliziert hat, so erscheint in der so gefundenen 
Gleichung 

[)(-' (Zl) — fc] d «1 + [^' (2j) - Äj rf Z, + -\~l1''{Zn) — k]dz„ = 

die ursprüngliche Abhängigkeit 'der n Differentiale dz^, dz,, , dz„ 

aufgehoben; daraus schließt man, daß allgemein 
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Um die Integrationskonstante C zu beatimmen. suche man die 
Summe der Werte der Funktion ^(z); man findet 



= folgrt 



(I 


^+^ + 


+ ^) + nu = a. - 


Durch Vergleich dieser Gleichung 
Ü = o, so daß man schließlich hat 


mlt%+2,+ 


Aus 
ergibt sich wieder 


*(') = 
,p'(z) 






'«>W = | 


kif + le. 




»H = cc 


''•' U. 8. W. 



4. Geometrisohe Darstellung des Fehlei^esetzes. Fehlergesetz- 
oder Fehlerwahrsoheinliehkeitskurve. 
Trägt man die Werte d als Abszissen und die Funktionswerte 
9(Ä) = -^=^ e~**^* als Ordinaten auf, so erhält man Punkte der 

Fehlergesetz- oder Fehlerwahrscheinlichkeitskurve (Fig. 3); 
hiezu ist also die Kenntnis von h erforderlich. Wegen 9; (d) = y ( — S) 
ist die Kurve symmetrisch zur Ordinatenachse ; weil die Ordinaten 
positiv bleiben, so liegt die Kurve gänzlich oberhalb der Abszissen- 
achse. Die Ordinaten nehmen mit wachsender Abszisse fortwährend 
bis Null ab, welcher Wert erst für i$:=±oo erreicht wird; die Ab- 
szissenaohse ist sonach eine Asymptote der Knrve. Die größte Ordi- 

nate erhält man für d^O und ihr Wert beträgt g> (0) = ^r^=-. Die 

Kurve besitzt Wendepunkte, worüber der zweite Difterentlalquotient 
rp" (S) Aufscliluß gibt. Aus 



folgt 



dbyGoogle 



2Ä» 



+ 7T-- 



>p" (3) gleich Null gesetzt, liefert die WendepunktBabsziBsen. 
<p" (S) kaDD aber nur dadurch gleich Null werden, daß 

2A»ds— 1 = 0; 
hieraus folgt 




R, A-- A, - 



OA,- A, R, 



hiemit erhält man für die Wendepnnktsordinate 
/ 1 \ Ä _i A 

Die Fehlerwahrscheiolichkeitskurve besitzt also zwei Wende- 
punkte, jje gröQv^die Ordinate des höchsten Punktes der Kurve ist, 
^(Iß^tQ, kleiner sind die Abszissen der Wendepunkte. 

Für die Abszissen der Wendepunkte wechselt der zweite Differenz 
tialquotient ip'iS) das Vorzeichen. Innerhalb des Intervalles von 



1 



1 



— Tr;=-bi8H — r^ist f"(d) negativ, das Kurvenstüok P^SPi (Fig. 8) 



*) Wie in Punkte 4 den III. Abnobolttm gezeigt werden wird, 
Bzlsae des Wendepnukle« dem mittleren Fehler lahlenglefch. 
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und - 

autwfirts gekrümmt, Teil für Abszissen in diesen Intervallen der 
zweite Differentialquotient if" {S) positiv wird. 

Für die trigonometrisohe Tangente des Winkels der geometri- 
schen Tangente im Wendepunkte Pi erhält man mit Hilfe des 
ersten Differentialquotienten tp' {S) 



^^). 



Man sieht, daS dieae Tangente parallel ist dem Radiusvektor, 
welcher vom Ursprange nach dem anderen Wendepunkte P« gezogen 
wird. Die Wendetangenten haben alao diebemerkenswerte Eigenschaft, 
daß immer die eine parallel ist dem Vektor, welcher vom Ursprünge 
nach dem Berührungspunkte der anderen geht. 

Für die ganze, beiderseits ins Unendliche sich erstreckende 
Fläche zwischen der Abszissenachse und der Fehlerwahrscheinlich- 
keitskurve bat man 



= t und berücksichtigt 



Setzt man kd^t und berücksichtigt den Punkt 5 dieae Ab- 
schnittes, so folgt 



Die Figur 4 stallt den Verlauf der Fehlerwahrscheinliohkeita- 
kurveo für zwei verschiedene Werte von Ä (A, ^ 1 und A, = z) dar. 
Die Kurven schneiden sich in zwei zur Ordinatenachse symmetrisch 
liegendea Punkten P. Die Abszisse A entspricht dem in beiden 
Beobachtungsreihen gleich wahrscheinlichen Fehler, dessen Wert wie 
folgt gefunden wird: Die Gleichungen der beiden Kurven lauten: 

Für den Schnittpunkt ist 'piiS) = ^ {i), somit erhält man dann 
durch Division der beiden Kurvengleichungen: 
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und hieraus als gesuchten Fehlerwert: 

In der genaueren Beobachtungsreihe sind die unter diesem 
Fehlerwerte liegenden Fehler wahrscheinlicher, die über ihm liegen- 
den minder wahrscheinlich als in der nngenaueren Beobachtungsreihe. 




BeispieL 

Die Kurve y = - 



^''"'f welche in rechtwinkeligen Koordi- 
naten das Fehiergesetz veranschaulicht, ist symmetrisch zur y-Achse 
und hat die x-Achse zur Asymptote. Es wird also y wohl erst für 
3; ^00 Null, aber die Kurve nähert sich sehr rasch der a;- Achse, so 
daß für ein etwas größeres x der Wert y schon sehr klein wird, 
wenn Ä auch nur gleich 1 genommen wird. Je größer h aber wird, 
desto rascher wird sich die Kurve der .r-Achse nähern. So erhält 
man mit 

A=I, y, = ^e-=«' und A = 2, „, = -^=6-*=«= 



folgende Tabelle: 



'r^- 
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0-56419 
O-64207 
0-48077 
0-43939 
0-89362 
0-29749 
0-20765 
004946 
0-01033 



1-12838 
0-96514 
0-59499 
0-41511 
0-267S4 
008728 
002067 
000014 

o-ooooooi 



Au8 der Tabelle ist ersichtlich, um wieviel rascher j/g abDimmt 
aU yi. 

Für die logarithmische Berechnung der Fnnktionswerte 

y = -T^e~ ''''"'' für beliebige Werte von k und x hat man, da 

loge= hg 271828 . . . . = 04342945 . . . . = o und % Kä= 0-2485749 ist: 
fo^yz= 0-7614251 — l-\-logk — ah'x\ 



5. Bestimmung des Integrals 






dt. (Laplaee.) 



Durch eine besondere Untersuchung soll zuerst entschieden 
werden, oh das bestimmte Integral 



f 

Ja 



mit unendlichem Integrationsintervalle eine Bedeutung hat oder 
nicht. Schon aus dem Umstände, daß e ~ "' für ein beständig wach- 
sendes X unendlich klein von höherer Ordnung wird als jede positive 

Potenz von — , kann der Schluß gezogen werden, daß das genannte 

Integral einen bestimmten Wert hat. 

Der Grenzwert des Produktes a;"e~''' für li'mx^=-\-'X) ist 
nämlich aus diesem Grunde offenbar Null (siehe die Anmerkung zum 
Punkte des III. Abschnittes); es ist also, wenn K eine von Null ver- 
schiedene positive konstante Zahl bedeutet, von einer gewissen Stelle 
3"i (> 0) an beständig x"e~''^ <iK, somit 
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daraus folgt, daß auch 

/e~^'da:<ir/ — , wobei O-Ca;, -Ckj. 

*i 
Cdx 
Ist nun n >■ 1, ho koDTergiert I — für lim a^ ^ -|- oo bestän- 

dig wachsend gegen ^-i daher konvergiert auch das 

(n — l)»,«-^ 

linksstehende, ebenfalls mit x^ wachsende Integral f e~''^dx gegen 

eiae bestimmte Qrenze; deshalb gilt dies auch für 

Km fe-'^dx= fe-'Ux + Um fe~'*dx. 
», = + caJo Jo x^ = + oot/ij 

Man kann eine obere Grenze für den (raglichen Wert des Inte- 
grals herstellen, wenn man das IntegrationsinterTall in die Teile ble 1 
und 1 bis -|- cc zerlegt; im ersten Teile ist e~** beständig <l, folglich 

I c~'*da;<l; im zweiten Teile ist e~"'* bestfindig <xe~'^*, (olglich 
f7-'*dx<fxc-'''dx=^-Um*-^^^ = ^, 



f- 



Um den Integralwert zu ermitteln, setze man 

J= fe-''dx. 

Beachtet man, daß der Wert eines bestimmten Integrals nur von 
den Grenzen, nicht aber von der Bezeichnung der Veränderlichen 
abhängt, so ist auch 



-f: 



e-' dy, 



dbjGoOgle 



— 81 — 
und somit durch Multiplikation 



Jq ^0 •'o •'o 

Führt man mittels der Substitution 
y^xv, 

die neue Veränderliche u ein, in Bezug auf welche, wie man leicht 
sieht, die lutegrationsgreuzen dieselben bleiben, so wird dy = xdu 
und 

J'= fdx f7-=''<-^ + "'^xdu^ (du fe-'''<^+'*'ixdx. 
Die Integration nach x kann ausgeführt werden; setzt man 



ü 

I e-''dz=~e-' I = 1, 

•'0 'o 





folglich 



c--'*du=2l e-''äx = y'n. 

Hilfe einer g 
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Das Integral von Laplace kanu auch mit Hilfe einer geome- 
trischen Betrachtung ermittelt werden. 
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In den Figuren 6 a und ö b ist eine Umdrehungsfläciie dargestellt, 
deren Gleichung lautet: 

z=e-<'^* + i'*> oder z = e-^\*) 

Um das Volum zu bestimmen, welches zwischen der krummen 
Fläche und der xy-Ebene sich befindet, kann man zwei verschie- 
dene Wege einschlagen. 

1. Die Zerlegung in prismatische Elemente mit den Basis- 
dimensionen dx, dy und der Höhe z gibt das VolamdifferenÜal 
d V=zdxdy. Ans diesem findet man 

V= f fe-^''' + y'Uxdy=:= ß-'^dxfe-v^dy. 

J — 00 J — oc *' — 00 •' — (jo 

Da, wie sobon erwähnt, in einem bestimmten Integrale die 
BezeiohnuQg der ursprünglichen Veränderlichen anf den Wert des 
Integrals ohne Einfluß ist, kann man auch schreiben 



v — ^X 



""d«]'- 



2. Es kann auch eine Zerlegung nach Zylinderelementen vor- 
genommen werden. Die Kreisringfläche in der :r)/-Ebene hat den 
Flächeoinbalt 2xrdr, demnach beträgt das Volum eines Hobl- 
zylinders vom Halbmesser r, der Dicke dr und der Höhe z 

d V^:=2xrdr.z^Zxre~''^dr; 

daraus das gesamte Volum 

V=Zn fro-^'dr. 
Nun ist 



jre-^'dr = — -^e-'^-^C, also jre- 



*) Dl« Fliehe «ntateht durch RoUtioa der Kurve SA, welche di» Olelchnnfr 
z^«— ^ hat, um die i-Aohae. Die zy-Ebene Ist eine Aijouptolen ebene dtMer 
Flficbe, Indeio dob letitere glookeuMrinle über der zsy-Ebeoe bis tarn Punkte S- 
(j: =y = 0, >^ 1) erhebt und Immer flacher- werdend eich der ay.-Ebene nfibert. 
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Die Vergleiohung von 1) ,|ihd 2) gibt wieder 



E 



llao Bifht zugleich, dafi die ganze, beiderseits ins Unendliche 
sich erstreckende Fläche zwischen der x- Achse und der Kurve 
y = e~*' den Inhalt 



-B 



'dx=Yn 



Flg. e 




6. Ableitung des Fehlei^esetzes naoh Herschel. 

Eine Ableitung des Fehlei^esetzes, die nicht nur vermöge 
ihrer Einfachheit, sondern insbesondere anch deshalb einiges Interesse 
beansprtlcht, weil sie sich auf Be- 
traobtnngen stützt, welche der Natur 
^ des Gegenstandes fremd sind and mit 

der Raumanschauung eng zusammen- 
hängen, bat Herschel gegeben. 
Za,^^ Ein Stein wird aus einer Höhe 

geworfen in der Absicht, eine gege- 
bene Marke za treffen. Die Abwei- 
ohang von dieser Marke ist der be> 
gangene Fehler. 
[ Nun wird die erste Annahme 

gemacht, welche darin besteht, daß 
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers nur abhfinglg sei von seiner 
Größe und nicht auch von der Richtung, nach welcher er erfolgte; 
damit ist ausgesprochen, daß positive und negative Fehler derselben 
Größe in ein und der nämlichen, durch die Marke gehenden Geraden 
gleich wahrscheinlich sind. Bezeichnet demnach r die Größe des 
Fehlers, so ist seine Wahrscheinlichkeit proportional einer geraden 
Funktion von r, etwa/(7-*). 

Dies allein reicht aber zur Bestimmung von/(r*) nicht aus. 
Es wird nun die folgende zweite Annahme gemacht Denkt man sich 
durch die Marke (Fig. 6) in der Ebene, auf welcher sie angebracht 
ist, ein rechtwinkeliges Achsenpaar xOy gelegt Und sind x, y die 
Koordinaten des Punktes, in welchem der Stein auffällt, so kann 
seine Abweichung r betrachtet werden als ein zusammengesetztes 
Ereignis, bestehend in dem Zusammentreffen der voneinander un- 
abhängigen Abweichungen x, y in Richtung der Achsen Oa-, Oy. 
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Die Richtigkeit dieser Anoalune zugegeben, stellt / (x^) d x die 
WabrscbeiDliohkeit einer zwischen den Grenzen x und x-\-dx lie- 
genden Abweioliung parallel zur Oic-Aohse dar, f(y*)dy die Wahr- 
scheinlichkeit einer Abweichung parallel zur 0^- Achse' im Betrage 
von y bis y-{-^yt o.nd f{x*) f(y*)dxdy endlich drückt die Wahiv 
Bcheinllohkeit aus, daß der Stein die Ebene innerhalb des Rechteckes 
dxdy treffen werde, dessen dem Ursprung zunächst liegende Ecke 
die Koordinaten x, y hat. Da nun alle Abweichungen gleicher QröQe 
dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen, so bleibt dieser Ausdruck so- 
lange unverändert als x'^ -\- y^ einen konstanten Wert behält. Den^t 
man sich also das Rechteck so gelegt, da ß seine der Marke zu- 
nächatliegende Ecke die Koordinaten 0, Yx* -j- y* bat, so nimmt die 
darauf bezügliche Wahrscheinlichkeit den Ausdruck/(0)/(a:*-)-y*)da:dy 
an, und zur Bestimmung der unbekannten Funktion / ergibt sich 
die Oieichnng 

/(xV(y*)=/(o)/{'«'+s''). 

Differentiiert man dieselbe partiell in Bezug auf x'^, dann iu 
Bezug auf y\ so erhält man 

/- («^VOT =/(o W. {"' + rt 



es ist somit 
woraus weiter 



/M ZOT 



fL. (a;*> 
folgt. Dieser Beziehung zufolge ist ■' ,^ „ - unabhängig von a;*. Be- 
zeichnet demnach m eine Konstante, so darf man 

setzen. Die Integration gibt lf{7^)^m3^-\-lA oder 

Da der Wert von x notwendig zwischen den Grenzen — oo 
und + oo liegen muß, ist 



4 Te™' 



dx = 



die Konstante m muß daher negativ sein. Es ergibt sich dies auch 
aus der bekannten Tatsache, daß die Wahrscheinlichkeit eines posi- 
tiven oder negativen Fehlers mit dessen Größe abnimmt. Setzt man 
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w» = — A*, so folgt, wenn gleichzeitig im Integral eine neae Ver- 
änderliche t mittels der Substitution hx^i eingeführt wird, 

Da (siehe Punkt 5 dieses Abschnittes) 



£ 



gefunden wurde, ist 



80 daS sich schlieJSIich ergibt 



r JT 
Die' Annahme aber, auf welcher der Ansatz der zur Bestimmung 
von / führenden Gleichung 

beruht, läßt sich nicht rechtfertigen. Die Wahrscheinlichkeit für das 
Zusammentreffen zweier Ereignisse ist nur dann dem Produkte ihrer 
einfachen Wahrscheinlichkeiten gleich, wenn die Ereignisse von- 
einander unabhängig sind. Ea müSte also, nm die Berechtigung jener 
Gleichung darzutun, der Beweis geliefert werden, daB die relative 
Wahrscheinlichkeit einer Abweichung y parallel zur y Achse dieselbe 
bleibt, welchen Wert auch die Abweichung x in der anderen Achsen* 
richtung haben möge; hiefür ist aber kein Anhalt vorhanden, weder 
bei einem reehtwinkeligen noch bei einem schiefwinkeligen Achsen- 
kreuz; die unmittelbare Anschauung spricht vielmehr dagegen. 
Näheres hierüber siehe „Theorie der Beobachtungsfehler von Ema- 
nuel Czuber", Seite 103, Punkt 43. 

7. Bestimmung der Wahrsoheinliohkeit, daß der Fehler einer 
einzelnen Beobachtung zwischen den Grenzen — a und -|~ b. 
liege, oder daß der Fehler ohne Rücksicht auf sein Zeichen 
zwischen und a liege, also die Grenze a nicht überschreite. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß S zwischen zwei Grenzen a und b 
liegt, ist nach Punkt 1 dieses Abschnittes, wenn für die Fehler- 
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wahrBcheinliohkeitsfnnktion ip {d) der gefundeae Ausdruck 
y=^e— ***'d(J eingeführt wird: 

folglich die WahrsebeiDlichkeit, daß S zwiBchen — a and -\-a giy 
legen sei 

und da 

^J,-i'>'di^fe-'""di-2fe-''''dii,. 
so ist 

Jq,\s)dS = ^Je-'""dä~^ß~'"''dd 

die Wstirsoheinliohkeit datür, daB der Fehler die Größe a Dicht 
überschreitet oder ohne Rücksicht auf sein Zeichen zwischen den 
Grenzen und a liegt. Dieses Resultat war von vornherein zu er- 
warten ; denn weil gleich große positive oder negative Fehler gleich 
wahrscheinlich sind, so sind die Wahrscheinlichkeiten zwischen —a 
und Null einerseits und Null und -f a anderseits einander gleich. 
Setzt man kä = t, so wird kdö = dt und da sich 



für J = ( = 

, d = a t = 



ergibt, so folgt: 



ev, dan 
Anzahl 
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Bedeutet N die Gesamtzahl aller möglichen Fehler, dann kann 
man mit Hilfe des gefundenen Ausdruckes auch die Anzahl Z 4er 
zwischen und a enthaltenen Fehler angeben. 



Denn man bat 

Zahl der Fehler zwischen — a and -\-a Z 

Qesamtzahl der Fehler N 

= y— / e-"di=*(aA); 

daraus folgt somit 

Der Wert O(aA) ergibt sich für die Argumente ah von bis 
1-8 aus der Tabelle I. Man hat z. B. 

"für aA = 3 *{aA) = 0-9999779. 

umgekehrt kann man mittels dieser Tabelle auch leicht ah finden, 
wenn 0{ak) gegeben ist, d.i. bei bekanntem k die Fehlergrenze a, 
welche zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit 0{ah) gehört. Über 
den Vorgang bei der Berechnung von ^{ah) ist das Wesentlichste 
im Funkt 10 dieses Abschnittes enthalten. 

Beispiel. Für ^=1000 und A=l ergibt sich mit Zuhilfe- 
nahme der erwähnten Tabelle, daß 

zwischen o und 0-5 1000 X *(oä) = 620 Fehler, 

. 0,1-0 843 

1, 0,2-0 995 

n. 8. w. liegen, daher gibt es 

zwischen und 0'& 620 Fehler, 

0-6 , VO 843 - 520 = 323 , 

10 , 2-0 996 — 843 = 162 

U. S. W. 

Man könnte den Einwand erheben, daß nach dem Fehlergesetze 
von Gauß Fehler aller Größen möglich sind, weil jedem d ein 
endlicher Wert <p (d) entspricht, während tatsächlich stets eine 
Grenze ±g vorhanden ist, über welche hinaus ein Fehler nicht mehr 
begangen wird. Der Umstand, daß jedem ä ein endlicher Wert9){tf) 
entspricht, ist jedoch praktisch ohne Bedeutung, weil ^(0) außer- 
ordentlich rasch abnimmt, wenn d einigermaßen groß angenommen 
wird. So ist z.B., wenn A^l gesetzt wird: 

für d = 3 9j{d) = 0-0000696, 

, d = i qp(rf)==OO00O00O63 6, 

, ä = b 9 {(J) = 0-000 000 000 007 8. 
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Je größer k wird, desto rascher wird eich die Felilerwalir- 
scheinlichkeitsknrve der AbBzissenachse nähern. 

Nimmt man die Fehlergrenze, welche nicht überschritten werden 
soll, entsprechend groß an, so wird die Wahrscheinlichkeit <^ (a h) 
hiefür sich von jenen Wahrscheinlichkeiten, welche gröBeren Fehler- 
grenzen entsprechen, um praktisch ganz belanglose Größen unter- 
scheiden. 

8. Maß der Präzision oder Haß der Genauigkeit Definition der 
Genauigkeit 
Da der Ausdruck 

für alle Gattungen von Beobachtungen gilt, so werden sich die ein- 
zelnen Gattungen nur durch den ihnen zukommenden Wert der 
Konstante k unterscheiden können, deren Bedeutung sich aus fol- 
gender Betrachtung ergibt. 

Man denke sich zwei Beobaohtun^reihen: i^ mit dem Para- 
meterwert hi und B2 mit dem Parameterwert ht, wobei ausdrück- 
lich h,>-h, vorausgesetzt wird. Femer denke man sich die beiden 
Fehlerwahrscheinlichkeitskurven 

y « ¥ a 

konstruiert. Die Fläche zwischen jeder Kurve und der Abszissen- 
achse ist der Einheit gleich. Demnach kann die der Beobachtungsreihe 
Rt zugehörige Kurve nicht immer über der zu J?, gehörigen Fehler- 
wahrscheinlichkeitskurve liegen; die beiden Kurven müssen eich 
vielmehr schneiden (Fig. 7) und zwar nur in zwei Punkten, denn 
sonst müßte jede dieser Kurven mehr als zwei Inflexionspunkte 
(Wendepunkte) besitzen. Aus der Betrachtung der Figur folgt un- 
mittelbar, daß bei der Beobachtungsreihe Rt Fehler, die um Null 
bis zu einer gewissen Größe angeordnet sind, wahrscheinlicher, 
Fehler über, diese Größe hinaus minder wahrscheinlich sind als bei 
der Beobachtungsreihe R,. Dies berechtigt zur Einführung eines 
neuen Begriffes, nämlich den der Genauigkeit. Im vorliegonden 
Falle ist die Beobaohtungsreihe Rf die genauere. Die Genauigkeit 
hängt mit dem Parameter h zusammen. Je größer h nämlich wird, 
desto kleiner wird die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler von be- 
trächtUcher Größe zu begehen, desto genauer oder präziser ist die 
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Beobachtungsreihe. Man nennt deshalb diesen Parameter nach dem 
Vorschlage von GauQ das Maß der Präzisioa oder das MaB der 
Genauigkeit. 

Der Parameter h hängt somit von der jeweiligen Qenanigkeit 
der Beobachtung ab, und es ist auch an sich ganz begreiflich, daß 
die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers d durchaus nicht von der 
OröBe d und dem Intervall dd allein abhängen kann, sondern man 
muß auch auf die Genauigkeit der Messungsart Rücksicht nehmen. 

Man nennt eine Beobachtung k-mal genauer als eine andere, 
wenn bei der ersten die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen 
Fig. 7. 




den Grenzen d und d -\-dd ebenso groß ist wie die Wahrscheinlich- 
keit eines Fehlers zwischen den Grenzen k6 und fc((J + dd) bei der 
zweiten. 

Diese Definition entspricht vollkommen der üblichen Auffassung 
des Wortes Genauigkeit. Wenn bei der Messung einer Strecke ebenso 
häufig ein Fehler zwischen a und o -|" ^ MiiUmetern zu befürchten 
ist wie bei einer anderen Messung ein Fehler zwischen a und a-^- 1 
Zentimetern, so wird man gewiß der ersten Messung eine zehnmal 
so große Genauigkeit nicht absprechen wollen als der zweiten. 

Um die Genauigkeit einer Beobachtung, welche dem Gesetze 

-— e~ *'^' folgt, durch eine Zahl auszudrücken, wählt man als Ein- 
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heit der Genaaigkeit eine Beobachtung, bei welcher die Wahr- 
scheinlichkeit eines Fehlere zwischen den Grenzen d und ö-^-dd 
gleich ist 

TT' "■'■ 

die Wahrscbeinlichkeit eines Fehlers zwischen kä und k{S-\rdd)\st 

k _ 

'TZ' 

Die Ansdriicke 

J.e-Wä'rf« und J.e-"»VJ 

werden für beliebige Werte von iJ übereiDstimmeQ, wenn Ä = A; der 
Parameter k drückt also bei dieser Wahl der Einheit unmittelbar die 
tienauigkeit aus. 

Die WahrBcbeinlicbkeit W, daß einer Beobachtung ein zwischen 
— o und -}- a liegender Fehler zukomme, ist gegeben durch 



2 r 



Das Intervall 2 a verengt sich bei festem W in demselben Ver- 
hältnisse als k wächst; je enger aber das Intervall, innerhalb dessen 
der BeobachtUDgsfehler mit gegebener Wahrscheinlichkeit zu er- 
warten ist, för desto genauer wird mau die Art der Beobachtungen 
erkifiren. 

Nach Gauß setzt man die Genauigkeit G einer Beobachtungs- 
reihe R dem Parameter k direkt proportional. Bezeichnet also <?j 
die Genauigkeit der Beobachtungsreihe R, tind Oa die Genauigkeit 
der Beobaohtungsreihe B,, so hat man 

Die Bedentnng von h ergibt sich auch ans folgender Betrach- 
tung: In einer durch h, charakterisierten Beobachtungsreihe ist die 
Wahrscheinlichkeit der Fehlergrenze a, gleich 



Dzeichnet 
»inlichkei 

Lp-'-' 



in einer anderen durch A, gekennzeichneten Beobachtungsreihe hat 
die Fehlergrenze a, die Wahrscheinlichkeit 



*KA,) 
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für «{oifii)= *{ajAg) ist 

fli ^1 ^ Og Aj, 
wobei dann oj und ot diejenigen Fehler sind, die mit gleicher W&hr- 
scbeinliohkeit nicht flberaohritten werden. Man ersieht aus der letzten 
Gleichung: je größer das Maß der Präzision ist, desto kleiner 
ist die Fehlergrenze, welche von den Beobacbtungsfehlem 
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit nicht über- 
schritten wird. Aus aiAj^o,^ ergibt sich ferner: hi':h^ = a^:ai, 
d. h. gleiohwabracheinlicbe Fehlergrenzen aus zwei Beob- 
achtangsreihen sind den betreffenden Präzisionsmaßzahlen 
umgekehrt proportioniert 

Bezeichnet man die besonderen Fehlergrenzen , welche der 

Wahrscheinlichkeit -h- entapreohen, mit r, und r^, so hat mau auch 

A,:^^rj.Ti. Diese besonderen Fehlergrenzen heißen wahrschein- 
liche Fehler. Man kann somit sagen: Die wahrscheinlichen 
Fehler zweier Beobaohtungsreihen sind ebenfalls den Prfi- 
zisionsmaSzahlen umgekehrt proportioniert. 

Der wahrscheinliche Fehler wird im nächsten Abschnitte noch 
eingehender untersucht werden. 

Außer dem Maße der Präzision gibt es, wie im folgenden Ab- 
schnitte gezeigt werden wird, noch andere Maße zur Beurteilung der 
Genauigkeit von Beobachtungen. Man kann, streng genommen, unbe- 
grenzt viele Genauigkeitsmaße, und zwar aus den Fehlern selbst^ 
konstruieren. Dabei wird es aber, von anderen Gesichtspunkten ab- 
gesehen, wesentlich anf den Grad der Leichtigkeit der Handhabung 
und wirklichen Ausführung ankommen. 

Nach dieser Richtung hin haben sich besonders drei Genauig- 
keitsmaße eingebürgert: der durchschnittliche Fehler, der 
mittlere Fehler und der wahrscheinliche Fehler, welche im 
folgenden Abschnitte näher betrachtet werden sollen. 

^g— A>Ja^^ erhält man die Wahrscheinlich- 
keit, den Fehler gleich Null zu begehen, d. h. ein fehlerfreies Beob- 
achtungsresultat zu erhalten (gleichbedeutend mit der Forderung, 
daß ein Fehler zwischen den Grenzen and d 3 eingeschlossen ist), mit 

(p{0)dd = -X-d6, 

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Beobachtung den Fehler 
gleich Null zu begehen, ist somit der Größe k proportional; je größer 
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h ist, desto grÖSer ist die Wahrsoheinliohkeit, daß bei einer Beob- 
Bcbtung der Felder Null auftrete. 

Bei irgend einer Beobachtungsart, welcher ein bestimmter Wert 
von h znkommt, verhält sich die Wahrscheinlichkeit den Fehler 
gleich Null zn begehen, zur Wahrscheinlichkeit den Fehler gleich S 
za begehen, wie y (0) : y (<J), d.i. wie l:e~**^'. Hieraus folgt nun 
zunfichst wiedv die bereits erkannte Bedeutung von h; denn Je 
größer h ist, desto kleiner wird «~*'^, also anch die Wahrschein- 
lichkeit, einen Fehler gleich S zu begehen im Vergleiche zu der 
Wahrscheinlichkeit einen Fehler gleich Null zu erhalten, um so ge- 
nauer müssen also die Beobachtnngen sein. Überdies zieht man 
daraus noch den folgenden SchluB: Hat man für eine gewisse 
Gattung von Beobachtungen auf irgend eine Weise gefun- 
den, daB die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers gleich Null 
zur Wahrscheinlichkeit eines Fehlers gleich d sich verhalte, 
wie l:e~3^, seist für di6S£ Gattung von Beobachtungen 
das Maß der Präzision h^Y q zn setzen. 

Ana der Formel 9 {d)rfd = :p=e- ^'''dÄ folgt, weil >p{S)dd 

eine Zahl ist, daß die Dimension von h reziprok der Dimension von 
dS ist, welche Größe den Elementarauwachs einer L&nge-, eines 
Winkels u. s. w. darstellt 

g. Bestimmung des Maßes der Präzision, d. i. des Parameters h.*) 

In den vorhergehenden Untersuchungen wurde die Bedeutung 
des Parameters h in der Fehlerwahrsoheinlicbkeitsfunktion hervor- 
gehoben// und gezeigt, daß er über die Genauigkeit der Beobachtungen 
Aufschluß zu geben vermag; danach kann dieser Parameter nur 
a posteriori aus den Untersnchungsergebnissen der Beobachtungs- 
reihe bestimmt werden. 

Bei der Bestimmung des Präzisionsmaßes h sind zwei Fälle 
zu nnterscheiden, je nachdem die wahren Fehler vorausgesetzt 
werden oder nur die plausiblen oder scheinbaren Fehler, 
nämlich die Unterschiede zwischen den einzelnen Beobachtungen 
und dem aus ihnen für die beobachtete Größe abgeleiteten Resultate. 

In diesem Punkte soll nur der erste Fall vorgeführt werden; 
der zweite, für die Praxis wichtigere Fall, gründet sich auf den 
ersten und soll erst später behandelt werden. 

•) Vergleiche «ucb Punkt 9 des IV. AbBchnlUeB. 
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Bei n wirklich ansgeführten Beobachtnogen seien die wahren 

Fehler £], g,, , £„ begangen worden und es werde aogenommen, 

daß dieselben einem Gesetze von der Form 

TT" 

folgen, in welchem der Parameter h noch anbekannt ist 

Die Wahrscheinlichkeiten, daß die Fehler «,, c„ , e„ ent- 
stehen, sind beziehungsweise 

A.,-Ä'Vd,, * ,-'''Vd,, ^^«-A'«,V.. 

r jr Y X Y X 

Die Wahrsoheinliohkeit, daß die Fehler fi, tj, , f, bei einer 

ßeobachtongsreihe zusammentreffen, ist das Produkt aller Einzel- 

wahrscheinliohkeiten und somit gegeben durch 

l^=(y~)"e-"'.'-»V- -'■•■'(rf,)., „der 



H^J' 



-«'[••1 (<;.)■, 



wobei mit [es] die Summe *i* + «g* + + «■* bezeichnet ist*) 

Da nun die Fehler ti. tt, , e„ wirklich eingetreten and 

folglich einer Änderung nicht fähig sind, so hängt diese Wahr- 
scheinlichkeit nur noch von dem Werte h ab und es wird jener 
Wert von h der wahrscheinlichste sein, für welchen die Wahrschein- 
lichkeit W des Zusammentreffens der wirklich eingetretenen Beob- 

aohtungstehler ein Maximum wird. Dies gibt die Bedingang -tt- =^ 0. 
oder 

nA''-'c-'''["J-2A"f-'i'["]A[fi]=0, d.i. 
n~Üh^[tt] =0; 
hieraus folgt i 



-fr^-TTfl^ 



Aas der gefundenen Bedingungsgleichung fQr das durch h her- 
vorzubringende Maximum erhält man auch 

dny 

*) Bei dieaer Qelegenhelt sei erinaert, daß In dem Auedrocke - — der Exponent 

Ton d die wiederholte Operalion dea DtfferenUierens anzeigt, wihrend der Ex- 
ponent von X eich ant die OrOße dx bedebt und deren Potenz angibt 
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eine charakteristische Beziehung. Im Punkte S des nächsten Ab- 
schnittes erscheint uämlioli der sogenannte mittlere Fehler fi einer 



Beobachtnngsreihe definiert durch ft^V - — —, so daß man auch 
schreiben kann 

was hier nur rorlSufig bemerkt werden möge. 

2 r"" 

10. Bereohnung des Integrals 'P(ak) = y^ j e-*^dt. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen 
den Grenzen — a und -|- a Ist gegeben durch 






Um dieses Integral auszurechnen, soll die Exponentialfunktion 
in eine Reihe entwickelt und sodann gliedweise integriert werden. 
Es ist für alle endlichen Werte der Veränderlichen x 

X . X^ . X'i X* 

' -'+IT+jT+3!+4! + = 

dies gibt für x^^ — t^ 

hieraus folgt durch Integration zwischen den Grenzen bis T 

fpB rpl rr^ 



2) fe- 



3.1! ^5.2! 7.3! 



Die Reihe 2) konvergiert für endliche Werte von T jedenfalls, 
denn es ist der Quotient q eines Gliedes zu dem unmittelbar vor- 
hergehenden, wenn man bis n! Im Nenner fortgeht: 
_ (2)1— i)T' 
«- (2n + l)n ■ 
Da die Reihe abwechselnd positive und negative Glieder bat, 
'so genügt es für die Konvergenz, wenn von irgend welcher Stelle 
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an immer q<.i- wird; dieses ist aber für jeden endlichen Wert 
von T der Fall, Trenn man nur die Reihe weit genug fortsetzt. 
Allerdings muß man für größere Wert© T sehr viele G-lieder nehmen, 
nm nur überhaupt an den Beginn des Abnehmens zu gelangen; 
doch genügt es, hier nur die tbeoretisclte Möglichkeit der Rechnung 
mittels der Reihe 2) darzutun. 

Mit Hilfe von I) und 2) erhält man nun für die Wahrschein- 
lichbeit, daß ein Fehler zwischen den Grenzen — a und a -\- liegt, 

' f « L 3.1! ^ 5.2! 7.3! ^ 9.4! J 

Für aA^O-1 beispielsweise ergibt sich hieraus, wenn man mit 
dem Gliede mit der 5. Potenz von ah abbricht, weil die folgenden 
auf die 6. Dezimalstelle ohne Einfluß sind: 

0(O-1) = 1'12838.{O-1OOOOO — 0-000333 + 0000001) = 0-112463. 

Wegen der großen Bedentang, welche das Integral 1) sonst 
auch für die Praxis hat, sind die Werte desselben für, nach kon- 
stanten Differenzen fortscbreiteaden Werte des Arguments ak be- 
rechnet und in Tabellen eingetragen; Hauptzweck dieser Tabellen ist, 
für einen gegebenen Argumentenwert den Funktionswert zii finden, 
wobei eventuell vom Interpolieren Gebrauch gemacht werden muß. 
Die Tabelle I, welche dem Werke .Theorie der Beobachtungsfehler 
TOD Czuber" entnommen wurde, gibt die Integralwerte 0(ah). 
Eine ausführliche Tabelle dieser Werte gab schon Encke im Berliner 
Astronomischen Jahrbuch für 1834. 

Aus dem Verlaufe der Integralwerte ist zu entnehmen, daß von 
a A = 200 angefangen der Wert derPunktion *(aÄ) praktisch der Einheit 
gleichgesetzt werden kann, so daß für eine, durch einen bestimmten 
Wert h charakterisierte Beobachtungsart der größte praktisch mög- 
liche Fehler s^ua aus der Gleichung Cu. A ^ 2 mit tmax = -j- gefunden 

wird, d.h. praktisch genommen sind I007o, also sämtliche Fehler 
einer Beobachtungsart kleiner als dieser Fehler e,^ 

Die Prozentzahlen der Fehler, die kleiner sind als eine be- 
stimmte Fehlergrenze a, werden erhalten, indem in den Vertikal- 
reihen 9 {ah) der Dezimalpunkt um z Stellen rechts gerückt wird. 

Nachstehend ist ein Auszug der Tabelle I gegeben: 
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0(aA) 



^(ah) 



ah O(aA) 



(P(aA) 



000000 
0-11246 
0-22270 
0-32863 
0-42839 

0-6 



0-67780 
0-74210 
0-79691 



0-84270 
0-88020 
0-91051 
0-93401 



0-96611 
0-97635 
0-98379 



0-93532 
0-99702 
0-99814 
0-99886 
0-99931 



0-99987 
0-99992 



0-99997 79 
0-99998 84 
0-99999 40 



lo der Torstebenden kleinen Tabelle ersAieiiit der Wert für 
aA^ 0*47694 beaondePB hervorgehoben; es ist derjenige, welcher zu 

(o A) ^ 0-5 ^ — gehört. Die dem Wabrscbeinlichkeitswerte — - ent- 
sprechende Fehlergrenze wurde bereits im Punkte 8 dieses Ab- 
echnittes als der wahrscheintiohe Fehler bezeichnet. Der Wert 
047694 oder genauer 0-476 936 2762 wird im nächsten Abschnitte 
näher in Betracht gezogen werden; an dieser Stelle sei von dem- 
selben nur gesagt, daß er in die Reihe 3) eingesetzt, wie jeder 
andere das zugehörige ^(ak) zu berechnen gestattet, und zwar 
wird die Berechnung (a A) =: 0-5 geben. 

Die Tabelle I gibt, wie bereits erwähnt, für fortschreitende Werte 



77X 



dt Man hat 



von a k die zugehörigen Werte des Integrals 

sonach für jeden bestimmten Fall der Anwendungen nur nötig, die 
sämtlichen Werte von a h durch den besonderen konstanten Wert A 
zd dividieren, um die Werte des genannten Integrals durch die fort- 
sohreitenden Werte von a ausgedröokt zu erhalten. 

Die Tabelle I gilt unmittelbar für den Fall, wo das Maß der 
Präzision gegebener Beobachtungen, nämlioh h, den Wert 1 besitzt 
Sie liefert z. B. für die Wahrscheinlichkeit, daß der Beobachtungs- 
fehler absolut genommen den Wert 0-1 nicht überschreite, auf drei 
Dezimalstellen abgekürzt, die Zahl 0-112; für die WabrBcbeioliobkeit, 
daß der Beobachtungsfehler ebenso den Wert 0-2 nicht ttberscbreito. 
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die Zahl 0223 u. s. w. Mit anderea Worten, man darf erwarten, 
daß bei Beobachtungen, denen das MaS der Präzision h^l ent- 
spricht, unter je 1000 Beobachtungsfeblern 112 zwischen — Ol und 
O'l fallen; 223 zwischen — 0*2 und 0-2 n. s. w. 

Wenn k nicht den Wei-t 1 hat, bo ist hier überall an die 

Stelle von 0'], 
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III. Abschnitt. 

Genauigkeitsmaße. 

1 Der durohschnittUche Fehler (Durehsohnittsfehler)- 

Angenommen, man hätte eine Anzahl von Beobat^tupgen einer 
ucd derselben unbekannten GröBe X gemacht und hätte aus diesen 

Beobachtungen die Werte i,, I», i», , l» erhalten; letztere sind 

voneinander verschieden, obwohl sie sich auf eine und dieselbe 
Größe beziehen. 

Die den Beobachtungen anhaftenden wahren Fehler sind: 

-i3 + X=f„ 



~U-\-X=f.. 

Das arithmetische Uittel aus allen diesen wahren 
Fehlern, diese sämtlich mit positivem Zeichen genommen, 
heiBt der durchschnittliche Fehler (Durohschnittstehler). 

Bezeichnet man denselben mit #, so ist 

.) » = -!ML. 

Hiebet wurde je| geschrieben, um anzudeuten, daß von der Zahle, 
welche positiv oder negativ sein kann, bloß der absolute, Betrag 
gemeint ist. Die eckige Klammer soll, wie bereits erwähnt, hier und 
im folgenden als Summenzeichen für gleichartige Größen zur 
Verwendung kommen. 

Dieser Ausdruck für # bedeutet aber keinen strengen Wert fflr 
diese Größe, well ihm nur eine beschränkte Zahl von Beob- 
achtungen zu Grunde liegt 
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Es fragt sich, welcher Grenze strebt # zu, wenn die Zahl der 
Beobachtungen beständig wächst, wenn also statt n eine sehr große 
Zahl N von Beobachtungen ausgeführt wird. Betrachtet man das 
Intervall von 8 bis E-{-dt, so wird auch in dieses eine gewisse Zahl 
von Fehlern fallen; diese Anzahl sei Zg. Die Fehler innerhalb dieses 
engen Intervalles können als gleich angesehen werden, denn sie nnter- 
Bcheiden sich höchstens um de voneinander. 

Die Summe der in dem betrachteten Intervall liegenden Fehler 
beträgt demnach Zf|E|. Führt man dieses Verfahren in allen Inter- 
vallen aus, so bekommt man als absolute Snmme aller Fehler 
.££c|cj. Die Smnmierung erstreckt sich Sber das ganze Fehlergeblet 
und \s\ stellt immer nur den absoluten Betrag des Fehlers f vor. 

Es ist also 

worin -A- die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, daß der bei einer Beob- 

■ N 
achtnng begangene Fehler in das Intervall von c bis e-\-de falle; 

demnach iat, wenn die Fehler das Gesetz 9i(£) = -^.=-e— *'•' beob- 

h 
achten, — ^ = m(£)d£ = -j^.^c~*'** dt. Setzt man diesen Wert in 

' N y n 

Z) ein, so erhält man 

Es sei hier auf die Verschiedenheit der Werte der beiden Integrale 



if die Verschiedenheit der Werte d 
/|«|e— *'*'d( und /ee-**^'ds 



aufmerksam gemacht. Da [fl^ ** '' eine gerade Funktion*) ist, 



*) Wann/fw) eine gerade Fonktion Ist, ■1bo/{— ar) =fK^. 
I /{x) dr und weil Vir x — — 






f»)d,. 10 M«l; 
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und daber 

Weil hingegen «e~*''* eine ungerade Fnnktion*) ist, muß 

/-fco 

Bein. 

Za der Qleiohung 3) gelangt man auch wie folgt : Die anendlloh 
kleine Wabrsoheinliolikeit, daß ein Fehler c begangen verde, oder 
vielmehr, daß er zwiaoheu t and t-\-dt liege, iat 

Nach der Definition dieser Wahrscheinlichkeit hat man aber 

Zahl der Fehler zwischen e und e-}- ds Ä _ ji ,) , 

Gesamtzahl der Fehler Y» 

Hultiplixlert mau beide Seiten mit \e\, so hat man 
Su mme der absoluten Beträge der Fehle r zwischen * and £-\-da 
Qesamtzabl der Fehler 

r Ä 
integriert man endlich von — oo bis -|- oo, so ergibt sich 



und vsll tQr x=^ — ( 



ffix)dx = j/lx}dx+ jflx)dx 

j/(x)dx = ~ r/(-(idl= r/{~=,,)dx inx)dx. 
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Samme der absoluten Betrfige aller Fehler 
Gesamtzahl der Fehler 






2. Bestimmung des Integrals / ee-'^**dB. 

Führt man eine neae Veränderliche mittele der GleiohtiDg 
hB^t ©in, sofhat man, da fi = ^T-» de = ~r- ist, 

und wegen 

jt.--dt--\,-''+c 

folgt 



Man erhfilt daher für den dnrcbsclviittHchen Fehler 
»_ 2* r!°.-w,.j I _ 0B6J19 



■T7J" ''^—W^-^h-- 

Hiemach ist der Durchsohnittsfehler sowohl dem Prä- 
zisionsmaB als auch (nach der im Punkte 8 des II. Abschnittes 
getroffenen Festsetzung) der Genauigkeit dar Beobachtungen 
umgekehrt proportional. 

Bei bekanntem # gibt die letzte Formel ein Mittel zur Be- 
stimmung des PräzisionnmaQea. 

3. Der mittlere Fehler. 

Der mittlere Fehler ist nach GauQ die Quadratwurzel 
auB dem arithmetischen Mittel der wahren Fehlerquadrate. 

Die den Beobachtungen anhaftenden wahren Fehler sind aus- 
gedrückt durch: 



dbyGoogl-e 






-l, + X=s.. 
Bildet maD nnn die Quadrate dieser wahren Fejüer, fQr welche 
die Qültiffiteit des Fehlergeaetzes ?'(e) = ^j7=ß~*'** voraoageßetzt 



^— »»» 

"/» 

wird, sodann die Summe der Fehlerqnadrate, ans dieser Summ« 
den DarchsoliDitt, zieht endlich aus dem Durchsehnitt die Qusdr&^ 
wtirzel, so erhält man den mittleren Fehler 



Setzt man nach Gauß der Kürze wegen 

Si» + ^' + e.» + ----- + e-'=["l. 



so ist auch 



^-=r^- 



Dieser Ausdruck für fi bedeutet ebenfalls keinen strengen Wert 
für diese GrÖSe, weil ihm nur eine beschränkte Zahl von Beob- 
achtungen zu Grunde liegt. 

&s kann nun wieder die Frage nach der Grenze aufgeworfen 
werden, welcher p, zustrebt, wenn die Zahl der Beobachtungen be- 
ständig wächst, wenn also statt n eine sehr große Zahl N von Beob- 
achtungen ausgeführt wird. In einer solchen Beobachtungsreihe 
werden Fehler aller Grade vorkommen und es wird sich, je größer 
N ist, die Verteilung der Fehler immer mehr dem Fehlergesetze 
nähern. Ordnet man diese Fehler, von dem, Im absoluten Sinne ge- 
nommen, größten negativen Fehler beginnend gegen' Null znm 
größten Rositiven Fehler und betrachtet das Intervall von f bfe e + d a, 
so wird auch in dieses Intervall eine gewisse Zahl von Fehlern fallen; 
diese Anzahl sei z^. Die Fehler innerhalb dieses engen Intervalles 
können als gleich angesehen werden, denn sie unterscheiden sich 
höchstens um de voneinander. 

Die Summe der Quadrate der in dem betrachtetes Intervalle 
liegenden Fehler beträgt demnach z^-tK 
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Führt man dieses Verfahren in allen Interrallen aus, so be- 
kommt man alß Summe der Quadrate aller Fehler 2 z, e*. Die 
Sammierung erstreckt sich Aber das g^nze Feblergebiet 

Das Quadrat des mittleren Fehlers beträgt somit 

2) • ^.^^=£A... 

Der Bruch -A hat folgende Bedeutung: N ist die Zahl aller 

Beobachtungen, z, ist die Zahl jener Fehler, welofae ins betrachtete 
Interrall fallen; infolgedeasen drückt der Bruch die Wahrscheinlich- 
keit aufl, daß der bei einer Beobachtung begangene Fehler in dieses 
Intervall falle und es ist somit 

Setzt man diesen Wert von ~ in 2) ein und nimmt, nm alle 

möglichen Fehler zu umfassen, die Summe von — oo bis -\- oo, 
80 wird 



=i^: 



y (s) d e. 



Führt man in i) für 9>(«) den Wert 



ein, so ergibt sich 

6) . ^' = -^j1'j-'-'-d,. 

Zu der Gleichung 5) gelangt man auch hier auf folgendem 
Wege: Die unendlich kleine WahrscheinUolikeit, daß ein Fehler e 
begangen werde, oder vielmehr, daß er zwischen « und e-\-ds 
liege, ist 

Nach der Definition dieser Wahrscheinlichkeit hat man aber 

Zahl der Fehler zwischen s und s+ds h _ ji «i . 

Gesamtzahl der Fehler Vx 
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MultipliKiert man beide Seiten mit e', so hat man 

glimme der Quadrate der Fehler zwiachen s and e+ds 
Gesamtzahl der Fehler 

iategriert man von — oo bis -{- oo, so ergibt sich 
Snmme der Quadrate aller Fehler 



Qesamtzahl der Fehler 



-vriH"""^'-<"- 



4. Bestimmung des Integrals / 6'e~^"'de. 
Weil s'e~'^''' eine gerade Funktion ist, so gilt die Beziehung 

J-oo »'o 

FQhrt man eine neue Veräaderllche mittels der Gleichung 
h8 = t ein, so hat man, da *^t-> '^^^~r' 's** 

Durch Anwendung des Verfahrens der partiellen Integration 
nach der Oleichnng / udv^suv — j vdu erhält man, 

u~ — ~t dv = — 2te-t'dt, also 

du = — ^i « = e— " setzend: 



Hiemit ergibt sich; 



jJ"-''-[-T'-i+TjJ-'''-i- 

sich: 

Dioilizedby'GOOgle 



"-v^Ü 



°*7T" 



■"-'''= w.' 



Auch der mittlere Fehler ist deniDaob dem Präzisions- 
maß und daher der Genauigkeit der BeobachtangBD um- 
gekehrt proportional, eignet sich also wie der Durabschnittsfehler 
zu einem Oenauigkeitsmaße. 4 

Bei bekanntem p. gibt die letzte Formel ein Mittel zupBe- 
, Stimmung des PräzisionsmaBes. 

Man erkennt, daQ der Zahlwert von (i mit der MaBzahl der 
Abszisse des Wendepunktes der Fehlerwahrsoheinlichkeitskurve über- 
einstimmt. (Punkt 4 des II. Abschnittes.) 

5. Der wahrsoheinliehe Fehler. 

Die Wahrsolieiiüiohkeit, daß ein Fehler in einer Beobaohtunga- 
reihe mit der Präzision h zwischen den symmetrischen Grenzen — a 
und -p a liegt, lautet 



"-=1^: 



setzt man hierin statt f(s) die GauBsche Fehlerfunktion ein, d. h.: 

befolgen die Fehler das Gesetz --=e~*''', so folgt 
V n 

Fährt man in das bestimmte Integral eine neue Ver&nderliche 
mittels der Beziehung hB = t ein, so findet man 



"■-'-hfr'"'- 



Jenen Wert von a, absolut genommen, für welchen W= — 

wird, nennt man, wie bereits bekannt, den wahrscheinlichen 
Fehler; dies ist also der Fehler, welcher bei einer gegebenen Gattung 
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Toc Bflobaohtnngen ebenso laloht übersohrittau als nioht erreioht 
wird. Bezeiohnet man daher daa wahrBoheinlioben Fehler mit r, 
«o bat man 



T = ^j?-'--- 



Offeabar wird die WabrsoheiDlicbkeit, daß ein Fehler dem 
absoluten Werte nach zwiacben oud a liegt, wobei a kleiner ala 

r l3t, kleiner als — sein; die Wahrsoheinlichkeit, daß ein Fehler 

dem absoluten Werte nach ins Intervall von bis b tällt, wobei b 
größer ist als der wahrscheinliobe Fehler r, ist hingegen gröSer 

als — - Hieraas folgt femer, daß von den ihrem absoluten Werte 

nach geordneten Fehlern einer sehr langen Beobaobtungsreihe eben- 
soviele ober dem wahrscheinlichen Fehler liegen als unter demselben. 
Hierauf beruht, wie später gezeigt werden soll, eine Methode zur 
Bestimmnng des wahracheinliohen Fehlers. 

Entwickelt man den Expooentialausdruck in 2) in eine Reihe 
und integriert, so ergibt sieh 

, r T«"*)' 7-<''*)' ^<''*)' 1 

r, l I ^ l.i 1.2.3 + J 

und die Berechnung von W ist nun für gegebene Werte von a h 
einfach. (Vergleiche auch Punkt 10 des II. Absobnittes.) 

Umgekehrt kann man, wenn W gegeben ist, a ausrechnen- 

Setzt man W=—, so wird a^r = dem wabrsoheinlichen Fehler 

und man findet durch wiederholte Näherungsrechnung 

6) Ar = 0-47694; 

daraus 

^^ 047694 , 0-47694 



Man sieht hieraus, daß, der wahrscheinliche Fehler dem 
Maße der Präzision oder der Genauigkeit der Beobachtun- 
gen verkehrt proportional ist und daher theoretisch gleichfalls, 
wie ^ und fi, für ein Genauigkeitsmaß ^'eeignet ist. Setzt man h=\, 
so wird r= 0-47694, d. K. es ist 047691 der wahrscheinliche Fehler 
für die Einheit der Genauigkeit. Je kleiner der wahrscheinliche 
Fehler einer Reihe von Beobachtungen ist, desto genauer sind die- 
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selben, desto seltener werden Beobachtungsfebler von beträchtlicher 
Größe zu erwarten sein, weil immer die halbe Anzahl Bämtlioher 
Fehler der absoluten Größe nach unter dem wahrscheinlichen Fehler 
liegen. 

Man kann daher auch, wenn fijr eine größere Beobachtungs- 
reibe die zufälligen Fehler der einzelnen Beobachtungen vorliegen, 
den wahrscheinlichen Fehler dieser Beobachtungen näherungsweise 
dadurch finden, daß man sämtliche Fehler nach ihrer Größe ohne 
Rücksicht auf das Zeichen ordnet; der in der Mitte liegende Fehler 
bei einer ungeraden Anzahl von Beobachtungen oder das arithmeti- 
sche Mittel aus den zwei mittleren bei einer geraden Anzahl wird ein 
Näherungswert des wahrscheinlichen Fehlers sein. Offenbar 
ist diese Bestimmung eine sehr unsichere, denn es kommt dabei die 
absolute Größe aller andern als gerade der in der Mitte liegenden 
Fehler nicht in Betracht; femer bleibt diese Bestimmung auch des- 
halb mehr oder weniger schwankend, weil die gegebenen Beobach- 
tungsfehler in endlichen Intervallen aufeinander folgen, und daher 
eine Unsicherheit innerhalb eines solchen Intervalls Qbrig bleiben 
muß. Man verzichtet deshalb auf diese Art der Bestimmung von r, 
auch schon darum, weil man in der Regel nur solche Fehler kennen 
lernt, welche die Ausgleichung fordern und die somit von den 
wahren Fehlern abweichen. Die Bestimmung von r duroh Abzählen 
an jenen Fehlem würde offenbar deshalb einer noch größeren Un- 
sicherheit unterliegen. 

Man pflegt die obere Grenze hr des Integrals in 3), welcher 

W^ -=- entspricht, allgemein mit p zu bezeichnen, so daß 

7) Ar = p = 0-4769i. 

Die den Abszissen +r und — r entsprechenden Ordinaten der 
Fehlerwahrscheinlichkeitskurve enthalten zwischen sich die Hälfte des 
Inhaltes der von der ganzen Kurve und der Abszissenachse be- 
grenzten Fläche. 

6. Beziehungen zwischen dem durohsohnitUichen, mittleren 
und wahrscheinlichen Fehler. 

Aus der Zusammenstellung der Formeln für ^, p,, r: 

kY« '^ Aya k 



dbyGoogle 



geht hervor, daß mit einer dieser drei Gröfien sowohl die beiden 
anderen ala auch h bestimmt sind; es ergeben sich nämlioh die Be- 
sdehunges : 

» = \l '^-.u=0-79788a. 



a-= 


->r,'= 


1-18294 r, 


f*- 


.f|..= 


t -263 81 ft, 


^ = 


°;^'= 


1-48260 r, 


r = 


=^1^.»- 


0-84636 fr, 


r = 


»pKT.M- 


0-67449 p, 


1 




U9 0-70T11 



Han sieht, daß der mittlere Fehler größer and der wahrsohein- 
liche Fehler kleiner ist als die beiden anderen; der wahrscheinliche 

2 4 

Fehler ist ungefähr — und der Durchsohnittsfehler beinahe 0-8 = — 

des mittleren Fehlers. 

Hat man zwei der obigeü Größen unabhängig voneinander 
bestimmt, so liefert ihre Prüfung sn den verschiedenen Beziehungen 
eine generelle Probe dafür, ob die zu Grunde gelegten Fehler 
nahe genug dem Feblergeaetz entsprechen, aus welchem jene Be- 
Ziehungen hervorgegangen sind. Ein sehr einfaches und elegantes 
Kriterium znr Feststellung, ob die zu Grunde gelegten Fehler dem 
Gaußsohen Fehlergesetze genügen, lautet: 

Wenn die Abweichungen einer Reihe von Zahlen von 
ihrem arithmetischen Mittel dem Gaußsohen Fehlergesetze 
Genüge leisten, ao ist das doppelte Quadrat des mittleren 
Fehlers, dividiert durch das Quadrat des durchschnitt- 
lichen Fehlers gleich der Zahl « = 314159. 

Es wurde nämlich gefunden: ft' = -T-T7. *'^ — äT» daraus folgt 



2(1' 



= w = 3-141Ö9. 



Die Prüfung der Fehler ist immer eine sehr wichtige Aufgabe; 
denn die wesentUobe Bedingung für die Anwendbarkeit der Methode 
ist die, daß die Fehler oder Verbesserungen klar das Gesetz der 
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zutUligea Fehler erkaanan lasaen. Diese Frfifniig dirt aber niemals 
da2u verleiten, eine Beobaohtang, velohe nicht sofaoa vor der Be- 
rechnoQg verdichtig war, za verwerfen. „Jede Beobachtung,* sagt 
GerÜDg, „welche durch das Beobachtuugsprotokoll nicht als ver- 
dächtig bezeichnet wird, ist für mich ein Zeuge, welcher soeben 
die Wahrheit bezeugt hat Ich haba nicht das Recht, sein Zeugnis 
unter dem Vorwand zurflekzuweisen, daB seine Aussagen von den 
anderen abweichen, ebensowenig als ich ihn foltern darf, bis er 
etwas mir Erwünschtes auaeagt" 

7. Ermittlung der WahrseheüiUohkeit, daß der Fehler einer 
einzelnen Beobachtung einen gegebenen aliquoten Teil oder 
ein gegebenes Vielfaches des Durohschnittsfehlers, bezw. des 
mittleren oder des wahrscheinllphen Fehlers nicht überschreite. 



Bekanntlich drückt 



-T.i^- 



die Wahrscheinlichkeit ans, daß der Fehler ohne Rückeicht auf sein 
Vorzeichen zwischen den Grenzen und a liege, oder absolut ge- 
nommen die Größe a nicht nberschreite. Es soll nun dieser Aus- 
druck fQr W unter der Annahme umgestaltet werden, daß der einer 
Beobachtung oder Beetimmung anhaftende Fehler dem Betrage naoh 
zwischen und dem ^-fachen Durchachnittsfehler, beziehungsweise 
dem mittleren oder dem wahrscheinlichen Fehler gelegen sei, d. h. mit 
anderen Worten, die Umgestaltung erfolgt unter der Annahme, daß 
der durchschnittliche, beziehangsweise der mittlere oder der wahr- 
scheinliche Fehler zur Einheit genommen wird. Behufs Durchführung 
der erwähnten Transformation beachte man, daß 



hY2 





ak~ 


h». 


*' 


biefür kann mao 


, weil 




^-w. 


K 


f 


ist, 


auch setzen 








ak= 


1 

TT 


"&' 
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schreibt man ferner k statt ~> bedehungBweise statt - 
80 hat man 






bezüglich des mittleren Fehlers: 



bezQglißh des wahrscheiolichen Fehlers: 



Der AuBdrnok für die gesuchte Wahrscheinllohkeit ist slso be- 
züglich des Durchschnittsfehlers: 

k 

Jeren Fehlers: 

rahrschsiolichei 

Im Punkte 10 des Ü. Abschnittes wurde für die Wahrschein- 
lichkeit W, daß ein Fehler zwischen den Grenzen — a und 4- a liegt, 
die Formel abgeleitet 

Führt man Merin statt des GeoauigkeltsmaOflS h den mittleren 
1 

--Träii^Wi) "* ]' 

oder anders geschrieben 

+ 8466 (^7J ~ J 

DioilizedbjGOOgle 



Setzt man hiörin — = k, bo folgt 

^> --flf-l + S-le + iSs- ]■■ 

dies ist die WahrBcheinliahkäit dafür, daB ein Fehler 
Z'wisohen den Grenzen Null und dem A:-fac!hen mittleren 
Fehler liegt, dargestellt als Funktion von k. 

Nach der Formel 2) ist man Imstande, die Tabelle IV zu be- 
rechnen. Diese kann aber, wie im Funkte 10 dieses Abschnittes an 
einem Beispiele näher gezeigt werden wird, auch aus der Tabelle I 
ermittelt werden. 

In ähnlicher Weise möge nnn die Formel 1) für den wahr- 
scheinlichen Fehler r transformiert werden. 

Man hat ä^— i ah^^ — mid hiemit 

Bezeichnet man das Verhältnis — irgend eines Fehlers a zum 

wahrscheinlichen Fehler r mit k, so erhält man als Wahrschein- 
lichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen den Qren- 
zen Null and dem i:-faohea wahrscheinlichen Fehler 






oder nach Aosrechnang der Koeffizienten: 

4) Tr=0'538ie60Ä — 0-040 8051 &8 + 0-002 7846 fes_ 

— 0-000 1608 kl + 0000 0067 ftä _ O'OOO 0003 &'i + 

Eine Kontrolle dieser Gleichung besteht für den besonderen 
Fall k^l, denn hiefür muQ sie den Wert O'b gehen, was bis auf 
7 Dezimalstellen hinreichend genau der Fall ist. 

In der Tafel II sind die Funktionswerte 8) beziehungsweise 4) 
zusammengestellt; sie enthält also die Wahrscheinlichkeitswerte, daB 
der Fehler einer Beobachtung zwischen den Grenzen Null und dem 
ft-faoben wahrscheinlichen Fehler liegt. Diese Tafel ist von Encke, 
wahrscheinlich durch Interpolation aus der Tafel I, konstrniert und 
im Berliner Astronomischen Jahrbuch für 1834 veröffentlicht worden. 
Wie bei der Aufstellung dieser Tafel nach dieser Art vorzugehen 
ist, zeigt naher das Beispiel im Funkt 9 dieses Abschnittes. Ein 
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Teil der Werte in Tafel II wurde von Professor Dr. W. Jordan nach 
den Formeln 8) beziehungsweise i) kontrolliert. Die Tabelle III 
bildet einen Anszug der Tabelle II. 

Nach dem Gesagten unterliegt es keiner Schwierigkeit, auch 
eine Forme] znr Berechnung der Integralwerte 



/ 1 o\ 2 pVitf 



Wahrscheinlichkeit W, daß der Fehler einer Bestimmung 

den fr-faohen durchschnittlichen, beziehungsweise mittleren 

nnd wahrscheinlichen Fehler nicht überschreite. 









W=fe-''dt 



0-12696 
0-26072 
042645 
0-47640 
0-67489 



0-78610 
0-79789 
0-86201 
0-88933 

0-92074 
094448 
0-96184 
0-97445 



0-99331 
099591 
0-99766 
0-99857 



0-81100 
0-46122 
0-57653 
0-68260 

0-76966 
0-83851 
0-89028 
0-92818 



0'97114 
0-98768 
0-99065 
0-99489 
099729 

0-99873 
0'99932 



010731 
0-21268 
0-31430 
0-41052 
0-5 

0-68171 
0-66498 
0-71949 
0-77628 
0-82261 



0-92051 
0-94105 



0-96910 
0-97817 
0-98482 



Vorstehende kleine Tabelle gibt einige Werte der drei In- 
tegrale 
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Ein Blick auf diese Tabelle läßt erkennen, welche Aasdehnung 
ähnliche Tabellen für den praktischen Gebrauch haben sollen. Man 
sieht, daß vom praktischen Standpunkte aämtliche unver- 
vermeidliche Fehler beziehungsweise kleiner sind aU 

der 3-5-facbe Durohachnittsfebler, 

der 8 -fache mittlere Fehler und 

der 4 -fache wahrscheinliche Fehler. 

Ist n die Oesamtzabl aller Fehler, so gibt 



^KtX'---X» = *G7)> 



die Zahl solcher Fehler anter diesen n Fehlem sn, deren Wert unter 

dem — -fachen des wahrscheinlichen Fehlers liegt. 

An diese Tabelle soll die Frage uaoh dem mutmaßlichen 
größten Fehler In einer Beobachtnngsreihe angeschlossen werden. 
Bei einer Gattung von Beobachtungen bekannter Genauigkeit von 
einem größten Fehler schlechtweg zu sprechen, geht nicht an; 
denn bis zu welcher Größe Fehler auftreten, wenn man die dem 
Gesetze entsprechende Verteilung voraussetzt, hängt von dem Um- 
fange der ausgeführten Beobaohtungsreihe ab. Ist n die Anzahl der 
Beobachtungen, W die Wahrscheinlichkeit, daß der absolute Betrag 
eines Fehlers k/i nicht überschreite, ho ist » (1 — W) die zu er- 
wartende Anzahl der Fehler jenseits dieser Grenze; und nur wenn 
diese Anzahl i oder darüber ist, sind Fehler zu erwarten, die über 
den Betrag A^fi hinausgehen. Man kann daher durch Auflösung der 
Gleichung 

„(1- HO = l 

nach n den Umfang der Beobachtungareihe feststellen, bei welcher 
kn als größter Fehler schon zu erwarten ist. Mit Benützung der 
Tabellenwerte von W ergibt sich: 

für ft = 2, 2-4, 2-8, 3, 3-4, SS, 4, 

w = 21, 81, 196, 369. 1471, 6667, 16667. 
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Man ersieht daraus, wie rasch n im Vergleiche zu k wächst 
und daS nur bei sehr umfaDgreichen Beobachtungsreihen ein Fehler 
zu gewärtigen ist, der den dreifachen mittleren Fehler übersteigt 
Selbst bei 100 Beobachtungen wird der größte Fehler voraussiohtlich 
nicht das 2'5-faohe des mittleren Fehlers erreichen. 

Dieselbe Untersuchung bezüglich des wahrscheinlichen Fehlers r 
gibt den Umfang der Beobaohtungsreihe, bei welcher A r als größter 
Fehler schon zu erwarten ist. Man findet: 

für k = 2, 2-4, 2-8, 8-2, 8-6, 4, 

n = 6, 9, 17, 32, 66, 143. 

8. Durohsehnittswerte der Fehlerpotenzsummen als Genauig- 
keitsmaße. 

Mit den drei besprochenen Oenauigkeitamaßen d; (i und r ist 
die Zahl der möglichen OenauigkeitsmaQs nicht erschöpft. 

Als weitere GenauigkeitsmaBe sind zunächst diejenigen Gegen- 
stand eingehender Untersuchungen geworden, welche nach Art des 
Durchachnittsfehlers und des mittleren Fehlers aus Mittelwerten 
der Fehlerpotenzen hervorgehen. 

Für den Durchschnitt der m-ten Fehlerpotenzen hat man ' K 
hiefür kann man, wenn m gerade ist, auch schreiben: -'-^■ 
Nach der Definition der Wahrscheinliohkelt hat man: 

Zahl der Fehler zwischen e und s-\-dB k _ aj jj , 

Gfesamtzahl der Fehler Y n 

{Summe der absoluten Beträge der m-ten Fehlerpotenzen \ 
zwischen s und e + ds i 

Gesamtzahl der Fehler 

integriert man von — oo bis -|- oo, so ergibt sich 

Su mme der absoluten Beträge der m-ten Potenzen aller Fehler 

Gesamtzahl der Fehler 



_ k_ 
"VT. 
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Setzt man Ae = ^ ao folgt 
1) S. 



'-i^fr~"' 



Ist m eine gerade Zahl, so gibt die IntegralrechüUQg, wie 
am Schlüsse dieses Punktes gezeigt werden wird, folgende Rllgemeine 
Beziehung an 

2) n"c-''rf< = r~ 1.3.5.7 (to— 1) 

somit ist 



8) 



1.3. 6. 7 (m—l) 



Wird diese Gleichung für m ^ 2, 4, 6, 8, spezialisiert, so 

erhält man: 

als Durchschnitt der Fehterqnadrate oder als Quadrat des 

mittleren Fehlers 



2h 
"Vit 



er vierten Fehlerpot 



alB Durchschnittswert der vierten Felilerpotenzen 



als Dnrchschnittsvert der sechsten Fehlerpotenzen 
als DurchBchnittBwert der achten Fehlerpotenzen 



., 2A r*^ _Äif>, 1. 3.5. 7 



U. 8, f. 

Ist hingegen m eine nngerade Zahl, so besteht, wie sogleich 
gezeigt werden soll, die Relation 
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und hiemit 



A-nr 



Wird diese Gleichung für m^ 1, 3, 5, 7, spezialisiert, so 

erhält man: 

als Durohschnittawert der absoluten Beträge der ersten 
Fehlerpotenzen oder als den Durchsobnittsfehler 



als Durchschnittswert der absoluten Beträge der dritten 
Fehlerpotenzen 



als Durchschnittswert der absoluten Beträge der fünften 
Fehlerpotenzen 

„ 1.2 

als Durchschnittswert der absoluten Beträge der siebenten 
Fehlerpotenzen 

u. s. 1 

Zar Ermittlung der Integralwerte kann in folgender Weise 
vorgegangen werden: 
Setzt man 

J„= ffe-"dt, 

so ergibt sich mittels der teilweisen Integration, wenn 

5* 

DigilizedbyGOOgle 



w = e-', dv = t'dt, daher 

d« = — 2(f"'', v^ — -— an^Dommeo wird, 

J.=j-i— l- + "e-»l+— 5— /(» + <f-'"rfi, oder 

■y. = -A-,\l'*'e-'dt = -^.J.^,. 

woraus 

6) .,.^, = ^lj. 

folgt (siebe die Anmerkung zu diesem Punkte). 

Kennt man daher J^ und Ji, so können nach und nach sowohl 
ttr gerade, als ungerade m die Integralverte /. gefunden Verden. 
Nun ist 



_ 

'^dt=—^ (Punkt 6 des II. AbBohnittes) und 



./, = I te~'^dt = -- (Punkt 2 dieses Abschnittes), 

womit sich mittels Gleichung 6) die allgemeinen Formeln ergeben 
und zwar 

,, — 1.8.5.7 .... (to — 1) 
j^=,Y n , wenn m gersde ; 

m — 1 I 
./„ = , wenn m ungerade ist. 



Die allgemeine Gleichung 1) kann man euch in der Form 
schreiben : 



rrX 



U" 



hierin bedeutet alsdann der Faktor von -j~^ eine Konstante, welche 

durch K^ bezeichnet werden möge. Die Durchschnittswerte 
der absoluten Beträge der verschiedenen Fehlerpotenzen 
sind hiernach nur von dem Maße der Präzision k abhängige 
Größen. Aus 

S^^±.K^ folgt S,.A- = ir„; 



Ä" 
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ziebt man aus beiden Teilen dieser Oleicbong die m-te Wurzel und 
setzt )^=»., VW„ = lt„, so ergibt sich 

8) .,.4 = t.. 

Zusammengefaßt hat man also: 



S,: 



hifi' 






Zur näberungsweisen Bestimmung von h aus einer besobränkten 
Anzahl Ton Beobachtungen kann man eine der Gleichungen benützen : 

[un i_ [SB] _ 1 



kVlz 



I?n_ 



[|f'|l ^ 1.2.3 1*8) ^1. 8.5.7 

" ~ A'Kl^ ' n """2**" ' 

Zu bemerken ist, daß die aus der ereten Gleichung der reohts- 
atehenden Gleichungsgrappe sich ergebende Bestimmung von k mit 
derjenigen zusammenfällt, welche nach Punkt 9 des II. Abschnittes 
als die wahrscheinlichste erkannt wurde. 

Bei Entscheidung der Frage, welches von all diesen Genauig- 
keitsmaSen zu wählen sei, hat — den praktischen Gesichtspunkt 
zunächst bei Seite gelassen — eine theoretische Erwägung mitzu- 
sprechen, auf welche hier nicht näher eingegangen werden soll. 
Das Resultat derselben sagt, daß die Beurteilung der Genauig- 
keit nach dem Mittelwerte der Fehlerquadrate, das heiSt 
nach dem mittleren Fehler, die sicherste ist. 

Die Sicherheit, welche die Wahl m = l, d. i. der Durchsobnitts- 
fehler, gewährt, kommt jener bei der Wahl von m ^ 2 sehr nahe. 
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DeaeenuDgeaohtet und trotz der einfacheren Berechnung von & 
gegenüber jener von (i ist doch der mittlere Fehler in der Astronomie, 
Geodäeie, Physik a. s. w. das üblichste Genauigkeitsmaß geworden. 
In der SchieBtheorie bat sich fast ausschließlich der wahrscheinliche 
Fehler als Genauigkeitsmaß eingebürgert (in Rußland wird der 
mittlere Fehler auch in der Schießtheorie angewendet). Näheres 
hierüber findet man In „Die Theorie der Wahrscheinlichkeit und ihre 
Anwendung im Gebiete des SchieQwesens" von Wuicb, Seite 43, 
Punkt 10, II und 12, sowie in dessen Lehrbuch der äußeren Ballistik, 
Seite 500, Punkt 83, 34 und 35; ferner in Gzubers „Theorie der 
Beobachtungefehler", Seite 130, Punkt 53. 

Anmerkung. Die Funktion i" + ' e-''^= — jj— verschwindet 

sowohl für t = als auch für ^=^00. Daß sie für t =: verschwindet, 
ist unmittelbar einzusehen; daß sie aber auch für t ^^ 00 verschwindet, 
soll hier bewiesen werden. 
(- + 1 
Die Funktion - ,, nimmt für die obere Grenze ( = 00 die 
e' 

unbestimmte Gestalt — an. "Als wahrer Wert dieser Funktion ist 

00 

bekanntlich der Grenzwert 
(im — -5— ^ hm 



dl 


a« <"• + '>'" 


2 


Um '" 


de" 
IT 


— vr^' ~ 


i_oo f 



anzusehen. Da nun aber Zähler und Nenner des letzten Bruches, 
nämlich t"-^ und «'" wieder für'i = oo unendlich groß werden, so 
hat man abermals denselben Vorgang einzuschlagen; dieser muß 
überhaupt so oft wiederholt wei-den, bis man im Zähler t in der 
nullten Potenz erhält. Hiedurch gelangt man, von einer Konstanten 

abgesehen, entweder zu — j^- oder t— fr" Beide Brüche werden für 

t = 00 offenbar Null, Man hat somit 

1- '" + ' « 
am - — TT- = 0. 

Es erfolgt also das Zunehmen der Exponentialfunktion e" für 
ein gegen Unendlich zunehn^endes t viel rascher als dasjenige irgend 
einer Potenz (■• + • mit endlichem positiven ganzen Exponenten. — 
Das Gesagte gilt auch, was nebenbei bemerkt werden möge, für die 
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Exponentialfunktion e' und für die Potenzfunktlon V, wobei n eine 
endliche positive ganze Zahl bedeutet. 

9. Die jp-prozentigen Fehlei^renzen als Genauigkeltsmaße. 

Für die Wahrscheinlichkeit W, daß ein Fehler ohne Rüekaicht 
auf Bein Zeichen zwischen den Grenzen und a Uege, oder absolut 
genommen die Größe a nicht überschreite, wurde der Ausdruck ge- 
funden 



1) W=r^ j e-''dt= <5(aA); 



hierin soll das GenauigkeiismaB h durch die sogenannte j>-pro- 
zentige Fehlergrenze ersetzt werden. 

Die p-prozentige Fehlergrenze Op ist jener Wert des 
Fehlers n, für welchen die Wahrscheinlichkeit, daß dieser 
Wert absolut genommen nicht überschritten werde, gleich 

-i— =0'01 Xj" oder kürzer geschrieben O'Op ist, das heißt mit 

anderen Worten, es sind p Prozent der Fehler kleiner als Op. 

Die neu einzuführenden Genauigkeitsmaße flp sind also Größen, 
welche aussagen, daß eine bestimmte Prozentzahl Beobacbtungsfehler 
— y Prozent — kleiner ist als a^. 

Obs, ujo' <^'7:> 3ind also beispielsweise Fehlergrenzen, gegenüber 
welchen beziehungsweise 25%, 60*'/,,, 75'/(, sämtlicher Beobachtungs- 
fehler kleiner sind. 

Die öO-pi-ozentige Fehlergrenze a^o deckt sich dem Ge- 
sagten zufolge mit dem wahrscheinlichen Fehler r, d. h. es 
ist «50 = 1-. 

Es soll nun gezeigt werden, wie man in der Formel 1) das 
Maß der Präzision h durch die ^^-prozentige Fehlergrenze a^ ersetzen 

kann. Setzt man in 1) W=~~='0-Op, so geht hiedurch a in a, 

über und man erhält 

-JL. = i)-Op= 0(a,,h); 
100 '^ \ !• f 

wird der, dem Funktionswerte UO p entsprechende, aus der Tabelle I 
zu entnehmende Argumentenwert mit ffp bezeichnet, so hat man 

hierin bedeuten also Qp und u, mit der Prozentzahl p ver- 
änderliche Größen. 



dbyGoogle 



— 72 — 

Aus der Tabelle I kann man auch, eventuell durch Interpolation, 
leicht ah finden, wenn d>(aA) gegeben ist, d. h. die Fehlergrenze a, 
welche zu einer gegebenen Wahrgcheinlichkeit tf»(aA) gehört. Dem- 
gemäß kann auch aus der Tabelle I eine andere abgeleitet werden, 
welche für um dieselbe OröSe wachsende Funktionswerte die ent- 
Bprecheoden Argumentenwerte angibt. 

In der nachfolgenden kleinen Tabelle beträgt die konstante 
Differenz der Funktionswerte OOö. ' 



«(«Ä) 


0000 


0-060 


0100 


0-160 


0-200 


0-250 


0-300 ! 1 


ak = Q 


00000 


00448 


0-0888 


0-1337 


0-1791 


02263 


0-3721 




0(ah) 


0-850 


0-400 


0-450 


0-500 


0-550 


0-600 


0-650 




ah = Q 


0-3208 


0-8708 


0-4227 


0-4769 


0-6342 


0-5951 


0-6608 




*(oA) 


0-700 


0-750 


0-800 


0-850 


0-900 


0-950 


0-990 


0-999 


aA = p 


07329 


0-8184 


0-9062 


1-0179 


11681 


1-3859 


1-82 U 


2-3268 



Für p = 26, 60 und 75 gibt diese Tabelle beziehungsweise 
ß(5 = 0-2253, Pbb = 0-4769, ^5 = 0-8134 und dementsprechend 
0-2268 = Obs ä, 0-4769 = a^ h, 0-8184 = a,5 fi. 

Wird der aus Formel i) resultierende Wert von k in Formel 1) 
eingesetzt, so folgt: * 

und wenn — = k gesetzt wird 

4) W=<P(Qp.k). 

Nach dieser Umformung ist das Argument der Funktion eine 



Verhältniszabl - 



= k, welche das Verhältnis des absoluten Beob- 



achtungsfehlers a zur ;>-prozentigen Fehlergrenze ausdrückt. Bei 
der Funktionsbezeichnung wird immer auch die Große q^ beigefügt, 
damit sofort erkannt wird, welche Prozentzahl zu Grunde gelegt 
wurde. 

Für die Ausübung ist es zweckmäßig, die Funktion ^ {pp . k) 
durch eine Tabelle vertreten zu lassen, welche die Funktionswerte für 
nach konstanten^ Differenzen fortschreitende Argumentenwerte an- 
gibt; natürlich entspricht jeder angenommenen Prozentzahl, respektive 
jedem p, eine eigene Tabelle. 
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Diese Tabellen können alle aus jener für <&{<iA), Tabelle I, be- 
rechnet werden, was dnrch ein kleines Beispiel gezeigt werden soll. 

F&r die Frozentzahlen 26, 50, 75, respektive für ^^, Q^or 
e»7s sollen die den Argnmentenwerten k^O-b, 10, l'5, 20, 2'5 
entsprechenden Funktionswerte 0(Qf.k) bestimmt werden. 

Ist beispielsweise <Ii(piE.0'6) zu ermitteln, so hat man, da 
pg5 = 0-225S ist, (1,5. 0-5 = 011266. Ans der Tabelle für <P(aA) folgt 
<&{0-1126Bj = 0-12657, d.h. in Worten: 

Wenn das Verhältnis der gegebenen Fehlergrenze n zur 25-pro- 
zeotigen Fehlergrenze a^^ gleich ist 0-5, so sind rund IS^g sämtlicher 
Fehler kleiner als a. Wird in gleicher Weise mit der Rechnung fort- 
gefahren, so gewinnt man die folgende Tabelle: 



p,s = 0-22631 



pso = 0-47694 



= 0-81344 



0-1 2657 

0-26 

0-36730 

0-47605 

0-67480 



0-48483 

0-75 

0-91537 

0-97859 

0-99588 



Die Prozentzahlen der Fehler, welche kleiner sind als eine ge- 
gebene Fehlergrenze a = kap, werden erhalten, indem man 0{Qp.k) 
mit 100 multipliziert. 

10. Die Wurzeln der Durchschnittswerte der Fehlerpotenz- 
summen als j>-prozentige Fehlergrenzen aufgefaßt. 

Auf Gmnd der bisherigen Untersuchungen wurden außer k 
zwei Grappen von GenauigkeitsmaBen festgestellt, nämlich: 

a) die m-ten Wurzeln der Darohschnitts werte der 
m-ten Potenzen der absoluten Beträge der Fehler und 

b) die j7-prozentigen Fehlergrenzen. 

Vom rein analytischen Standpunkte bat offenbar die erste 
Gruppe eine größere Berechtigung, weil die ihr angehörenden Ge- 
nauigkeitsmaSe aus den absoluten Fehlem durch eine analytische 
Operation resultieren; die zweite Gruppe schließt sich aber mehr 
an die praktische Anschauung an. 
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Wie die beiden Gruppen in eine verBchmotzen werden können, 
soll nachstehend gezeigt werden. 

Den Wurzeln der Darehschnittswerte der Fehlerpotenzsnmmen 
kann eine anschaulichere Bedeutung dadurch gegeben werden, daß man 
die ProzenUahl der Fehler bestimmt, die kleiner als dieselben sind; 
indem femor die Wurzeln dieser Durchschiiittswerte als Fehler- 
grenzen <i.p aufgefaßt werden, können sie auch die Rolle derselben 
übernehmen. In dieser Hinsicht sind der Durchsohnittstehler d- und 
der mittlere Fehler ^ von besonders praktischer Bedeutung. 

Für den Durohschnittsfehler hat man 

&=■---, daraus #A= -r= =0-66419. 

hy -x y % 

Die Tabelle I gibt nun für den Argumentenwert 0'56119 den 
Funktionswert 0'5T&0S; es sind also rund 5»% der unvermeid- 
lichen Fehler kleiner als der Durchschnittsfehler. 

Der Durchsohnittsfehler & kann daher als die 5S-pro- 
zentige Fehlergrenze aufgefaßt werden. 

Für den Durohschnittsfehler liegt also die Wahrscheinlichkeit 
058 oder 58% vor, daß der bei einer einzigen Beobachtung be- 
gangene Fehler kleiner als ft sei. 

Für den mittleren Fehler fi hat man 

„ = —1^, daraus uA = -4= =0-70711. 

Die Tabelle I gibt nun für den Argumentenwert 0-70711 den 
Funktionswert 0-68268; es sind also rund 68% der unver- 
meidlichen Fehler kleiner als der mittlere Fehler. 

Der mittlere Fehler ^ kann daher als die 6S-prozentige 
Fehlergrenze autgefaßt werden. 

Auf diese Art kann man fortfahren und findet aus den im 
Punkte 8 dieses Abschnittes gefundenen Beziehungen: 
,, _ JV^ _ US ., _ 1.2 ., _ 1.3.6 

'■'"Ä^y^' '~2Ü"'' ^~h^Yi' *~ 2»A« 
die Argumenten werte: 

s,A = l/ ^= = 0-82e30, s.Ä=|.' ^^ = 0-96998, 
f Yx I 2« 

5 « 

»jA=t ^T^ = l-0244f., *.h=l ^■^•° =i-iiQ45, : 

1 Y:i I 2> 
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dieses ArgumenteDwerten entsprechen nach der Tabelle I der Reihe 
nach die Fanktionswerte 

0-76741, 0-82986, 0-86269, 0-88868, , 

welchen daher rund die 

76-prozentige, 8S-prozentig«, 85-prozentige, SS-prozentige, 



Fehlergrenze zukommt. 

Mit Benützung der Tabelle II gelangt man zu denselben Resul- 
taten, vas für den Durchschnittsfehler und den mittleren Fehler 
gezeigt werden m5ge. 

Es ist 

rk = a^oh= Q =0-47694, 

«■Ä = r= = 0-56419, 



daraus folgt 



~Yr 



0-47694Kä 



= 118294; 



für diesen Argumentenwert gibt die Tabelle II den Punktionswert 
0-5762, was darauf hinweist, daß der Durcbschnittsfehler als die 
68-prozentige Fehlergrenze angesehen werden kann. 
Man erhält ferner 

u 1 

_C_ = _-__-^_= 1-48260: 

«M 0-47694 y 2 

für diesen Argumentenwert findet man aus der Tabelle II den 

Funktionswert 0-6818 entsprechend der 68-prozentigen Fehlergrenze. 

Im Punkte 8 dieses Abschnittes wurde die Beziehung gefunden: 



Wird nun in ^{ak) für k der Wert aus 1) eingesetzt, so re- 
sultiert eine speziell für die Durchschnittswerte der m-ten Potenzen 
der unvermeidlichen Fehler geltende Modifikation der Formel 



■'""H-Jr"'"' 

DioilizedbjGOOgle 



K'"^)=äX'-'-' 



welche für 8i = 9 and «a^^ die bereits im Pankte 7 dieses Ab- 
schnittes abgeleiteten Bezlehimgen gibt 

OKtTll ~ 

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Argamente sind 

a a , . . . a a 

-— =; ^ . beziehungsweise — = — 
» »SS ft ««s 

and drücken das Verhältnis zwischen dem gegebenen Fehler a und 
der 6 8 -pro ze Dt igen, beziehungsweise 68-prozentigen Fehlergrenze aus. 
Für die Ausübung sind die Werte der beiden Integrale 3) 
und 4) durch Tabellen gegeben; letztere können mittels der Ta- 
belle I, welche ^{ah) gibt, berechnet werden, was ein Beispiel 
zeigen möge. 

Es sollen beispielsweise die dem Argumentenwerte ^ ^ ~ = ^''* 
entsprechenden Fnnktionswerte berechnet werden. 
Die Argumentenwerte für die Tabelle I sind: 

0-66419 X0*6f beziehungsweise 0'70711X0'5 oder 
0*282096, beziehungsweise 0*958655, 
wofür man als Funktionswerte aus der Tabelle I 

031006, beziehungsweise 0-38292 
erhält. Es ist also 

die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen 
den Grenzen Null nnd dem 0-6-fachen Durchscbnittsfehler 0-31006, 
femer 

die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen 
den Grenzen Null und dem Oö-fachen mittleren Fehler 0-38292, 
während 
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— TT — 

die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers zwischen 
den Grenzen Null und dem O-5-fachen wahrscheiolichen Fehler nur 
0-26407 ist. 

Die Werte des Integrala 4) sind, wie bereits bekannt, durch 
die Tabelle IV vertreten; die Tabelle V gibt die Werte des Inte- 
grale 3) an. Die im Punkte 7 dieses Abschnittes vorhandene kleine 
Tabelle gibt übrigens auch einige Werte dieser beiden Integrale an. 
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IV. Abschnitt. 



Direkte Beobachtungen. 

1. Prinzip der Methode der kleinsten Quadrate. Das arithmeti- 
sche Mittel als wahrseheinliehster Wert der Unbekannten. 

AngenommeD, zur Ennittlung einer unbekannten GrÖQe X seien 
n Messungen ausgefQbrt worden, welche das Resultat 

!,, h, l. 

ergeben haben. 

Diesen Beobachtungen schreibe man, nachdem für X die Größe | 
eingeführt worden, die Fehler 

d„ a, , d, 

zu. Die Wahrscbeinliohkeiten für diese Fehler sind, wenn da als 
konstantes Intervall für dieselben angenommen wird: 

r « y Ä y % 

also ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß diese n Fehler in den 
n ausgeführten Beobachtungen auftreten: 

h ■ 



1) 



CJ=Ye-*'(^i'+V + + M(dd)". 



Mao erklfirt nun jenen Wert von | als den vorteilhaftesten oder 
wahrscheinlichsten, oder man bevorzugt jenen Wert von | vor allen 
anderen, welcher diese Wahrscheinlichkeit zu einem Maximum macht. 
Bei der Bestimmung dieses besonderen Wertes kommt nur die Ex- 
ponentialfunktion 

e— AM«.' + V+ +*.') 
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in Betracht. Sie wird am größten, wenn der Exponent am kleinsten 
wird. Die8er Exponent besteht nun aus dem negativen Produkte der 
Konstanten h' nnd der FehlerquadratBumme. Die WahrBoheinlichkeit 1) 
wird also für jenen Wert ein Maximum, für welchen die Summe 

2) *!* + *!* + + *■* ein Minimum 

wird. Hieraus folgt die fundamentale Regel: Von alten Annahmen 
bezüglich I ist diejenige die wahrscheinlichste, welche 
Fehler im Gefolge hat, deren Quadratsumme ein Mini- 
mum ist. 

Dies ist das Prinzip in seiner einfachsten Form, auf welches 
sich die Methode der kleinsten Quadrate stützt; es bildet die Grund- 
lage des AusgleichungsverfahrenB nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. Der eben ausgesprochenen Bedingung verdankt die Me- 
thode den Namen „Theorie oder Methode der kleinsten 
Quadrate". Sie sollte eigentlich richtiger heißen „Methode der 
kleinsten Qnadratsummen". 

Bekanntlich ist di^ — U-\-i; so daß die Summe 

'S=(-^+S)'-i-(-^ + S)*+ + <-^n-!-|)« 

ein Minimum werden soll. Die Bedingung hiefür ist nach der Theorie 
über extreme Werte 

^ = 2[(-I,+ö + (-!. + 5) + + (-!. + B)-o, 

woraus 

ng = Zi+Z, + + i., 

und als wahrscheinlichster Wert 

g ',+'.+ + '. 

d. i, das arithmetische Mittel folgt. Dieses Ergebnis ist selbstver- 
ständlich, denn bei Ableitung der Funktion tp{S) worde ja der Satz 
vom arithmetisohen Mittel zu Grunde gelegt. 
Da femer die zweite Differentiation 

^dir-2«, d.h. ^^>0 

gibt, wird S lür das arithmetische Mittel tatsSchlicb ein Minimum. 

DigilizedbyGOOgle 



4. Qlsich genaue Baobichtungen. 

2. Bestimmui^ der Genauig'keit einer Beobachtung, 

Der mittlere, walirseheinliehe und duretischnlttUohe Fehler 

einer Beobachtung. 

Man spricht Ton einer direkten Beobachtung einer Größe, 
wenn die Messungen an der Qröße selbst durchgeführt werden. Zum 
Beispiel: Direkte Messung einer Länge, Indem man an diese den 
Maßstab anlegt; direkte Messung eines Winkels mit Hilfe eines 
Winkelmeßinstrnmentes. 

Es wird vorausgesetzt, die Beobachtungen seien gleich 
genau. Diese Redeweise erfordert eine Erklärung. Es erscheint 
zunächst als Widerspruch, wenn man zwei Beobachtungen, die ver- 
schiedene Resultate ergeben haben, als gleich genau bezeichnet Hier 
ist die Genauigkeit nicht mit der Größe der Abweichung vom wahren 
Werte zu verknüpfen; wenn man die Beobachtungen oder 
Messungen als gleich genau erklärt, so sagt man damit, es 
sei nichts bekannt, was den Vorzug einer Beobachtung vor 
der anderen begründen würde. Nach dem Stande unseres 
Wissens kann das Resultat der einen Beobachtung ebenso als der 
wahre Wert der beobachteten Größe angesehen werden, als das einer 
anderen Beobachtung. Der wahre Wert der GrÖBe bleibt uns immer 
unbekannt. 

Zunächst soll der vorteilhafteste oder wahrscheinlichste Wert 
für die unbekannte Größe bestimmt werden. 

Der wahre Wert der unbekannten Größe sei X; die an ihr 
gemachten, gleich genauen Beobachtungen seien 

/„ k, , h; 

der vorteilhafteste oder wahrscheinlichste Wert der Unbekannten 
auf Grund der vorliegenden Beobachtungen ist bekanntlich gegeben 
durch 

,j ^_ l, + l.+ ^ l.__Sl_il] 

Mit dieser Bestimmung allein stellt sich jedoch die Methode 
nicht zufrieden; sie verlangt einen Maßstab für die Genauigkeit in 
doppelter Hinsicht und zwar: 

für die Genauigkeit der Beobachtung und 
für die Genauigkeit des abgeleiteten Resultates, d. b. 
des arithmetischen Mittels. 
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Diese Aufgaben betreffen Fragen, welche mit den verfügbaren 
Mitteln beantwortet werden können. Der Vorgang hiebei sei. im 
Nachstehenden gegeben. 

Wüßte man den wahren Wert X der beobachteten Größe, dann 
wüßte man auch die Oröße der wahren Verbesserungen. Man hätte 
für diese das Gleichungssystem : 

i\f, ^ — Ij-x, 
£, = -/„ + X; 
nach den früher im Punkte 5 des III. Abschnittes gegebenen Er- 
klärungen würde sich dann der mittlere Fehler fi nach der Formel 

3, , = fM 

berechnen lassen. 

Mit Hilfe des mittleren Fehlers würde man dann für den wahr- 
scheinlichen Fehler r und für den Darcbsohnittsfehler ^ erhalteo;/ 

4) r = 0-67449^, * = 0-79788 fi. 

Die Größen ft, r und d' würden dann ein Maß für die Genauig- 
keit der Beobachtungen liefern. 

Die Formel S) ist jedoch für die Berechnung von (t unbrauch- 
bar, weil die Kenntnis von X mangelt. 

Man kennt nur die Abweichungen der Beobachtungen vom 
arithmetischen Mittel x; diese Abweichungen sind gegeben durch 
das Qleichungssjstem (die Feblergleichungen): 

{A, = — /, + x. 
it = — k-r'-'-y 
i 

wobei 

n 

Statt der wahren Fehler —ti, — f j, , — e, sind also bloß 

die scheinbaren oder plauslbleb Fehler — A,, — X^, , — ?.„ ge- 
geben. Es könnte nun in der Voraussetzung, daß letztere sich nur 
sehr wenig von den wahren Fehlern, unterscheiden, [bs] durch [Xl] 
ersetzt werden; wie sich bald zeigen wird, gäbe dies jedoch einen zu 
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kleinen mittleren Fehler und daher eine Oberschätzung der Ge- 
nauigbeit. 

Man steht nun vor der Aufgabe, die Größe (t, so gut als möglich 
aus den Größen ). zu berechnen. 

Der RechnungBTorgang far die Ermittlung von n aus den 
scheinbaren Fehlern ist folgender: 

Wenn man jede Gleichung des Systems 2) mit dem entspre- 
chenden E multipliziert und dann die Summe bildet, so erhält man 

[ Si El = — £, i, + fi, .X 



d. i. die Summe der Quadrate der wahren Fehler. 

Multipliziert man jede Gleichung des Systems 6) mit dem zu- 
gehörigen l und bildet dann die Summe, /so ergibt sich, da zufolge 
1) und 6) [l] == ist, 

t i, A, = — A, ^1 + i, ,r 



-Xj^-^K^x 



7) lXk]^~[?.l] + ll]x= - [II], 

also die Summe der Quadrate der plausiblen oder scheinbaren 
Fehler. 

Multipliziert man femer jede Gleichung des Systems 2) mit 
dem entsprechenden A und summiert dann die Gleichungen J' so re- 
sultiert, weil [k] = ist, 

£l A, = — 1, ?, -L Al X 



-Kl.-\-X,X 



■[B}.'\ = -[n]+x[k\=-[ii]. 



Die Gleichungen des Systems ö), mit den entsprechenden e 
multipliziert und hierauf summiert, geben; 
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f, Aj = - £j ^ + Sj a: 



9) M)=-tW| + ui.^-- 

. Subtrahiert man 9) von 6), so folgt: 

IUI =-tti| + lila-- 

10) |..|-l,;.]=(A--r=)[,]. 
Subtrahiert man 8) von 7), so gibt dies: 



[11]=^ [II] 

\8l\^-[kl] 



Subtrahiert man endlich 11) von 10), so ergibt dies: 



12) 



[.£]-[6A]={X-a.-)[e] 
[j*l-[Äil=(.\--.T)U|, 



also eine Relation zwischen der Summe der wahren Fehlerquadrate 
und der Summe der Quadrate der plausiblen Fehler. Diese Re- 
lation ist bisher streng richtig; der rechte Teil derselben enthält 
aber die unbestimmbaren Größen X und e. Die gefundene Formel 12) 
ist also zur Bestimmung von [st] noch nicht geeignet, deshalb ihr 
rechter Teil umgeformt werden soll. 

Zu diesem Zwecke subtrahiere man von jeder der Gleichungen 2) 
die korrespondierende des Gleichungssystems ö) und bilde dann die 
Summe; man erhält dadurch: 

— l, = X — x 

— }^ = X—x 



lB]==n{X-x), 
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das arithmetische Mittel der wahren Beobachtungsfehler oder der 
wahre Fehlerdurchschnitt ist also gleich X ~ x. Setzt man diesen für 
X—x gefundenen Wert in, 12) ein, so folgt: 

14) [*£] — |AJL]=-^'- 

Daraus erkennt man, daß in der Tat [f e] >- [Xi.]. Nun ist 

M* = («i — *! — ■ --«-)' = 

^ *1 * -f- *a^ -r — *a^ -r 2 Si Ej — 2 £i (b — — 2 E„ _ 1 Eh = 

= |ee] —2 2^ Ei Et, worin i von k verschieden ist. Ea fragt sich, 
welchen Mittelwert nimmt die Summe 2^f,-E£ an, wenn man es wirk- 
lich mit zufälligen Fehlern zu tun hat. Ist der Fehler si vorbanden, 
so ist auch anzunehmen, daß sich der Fehler — Ej in der langen 
Keihe der Beobachtungen einstellt. Analog kann man sagen, wenn 
der Fehler e* vorkommt, ao ist auch der Fehler — e» zu erwarten. 
Dies gibt die Erwartung auf vier verschiedene Produkte. 

Treffen die Fehler e, und e* ein, ao entsteht das Produkt ej£t,_. 

treffen , ■-£,■„—£*,,, . , . BiCt, 

, ~ E; , E/. -. , , , , , — f.-Ei, 



Alle vier Produkte haben den gleichen Grad der Wahrschein- 
lichkeit und da die Summe dieser Produkte gleich Null ist, so be- 
trägt der mittlere Wert der Summe HsiSt Null; man hat also 
^titi.^0. Strenge genommen wird diese Bedingung erst bei einer 
unendlichen Anzahl von Beobachtungen erfüllt; es wird jedoch bei 
einer einigermaßen großen Anzahl von Beobachtungen die Summe 
.^EfEj. schon so klein ausfallen, daß man dieselbe ohne Bedenken 
gegen [es], worin alle Summanden positiv sind, vernachlässigen darf/ 
Man kann also setzen: 

15) \f]'=\ff] 

und es sei nochmals bemerkt, daß diese Gleichung nicht auf strenger 
Deduktion beruht, sondern aus der Natur der zufälligen Fehler ge- 
schöpft wurde. 

Mit Hilfe der Formel 16) verwandelt sich 14) in 

oder " 

IS) (/.-1)[ee]=h[U], 

das ist eine Relation zwischen den Quadratsummen der wahren und 
der plausiblen Fehler. Aus 16) erhSlt man: 



[EE]=_^[AAI. 
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Hiemit verwandelt sich 8) in 

IT) "^fWl- 

welche Gleichung zur Berechnung des mittleren Fehlers (i einer 
einzelnen Beobachtung geeignet ist, weil sie nur bekannte 
GröQen enthält. 

Der wahrscheinliche Fehler r einer Beobachtung und 
der durchschnittliche Fehler %■ einer Beobachtung hssen 
sich aus ft durch Multiplikation mit bekannten Zahlenfaktoren ab- 
leiten. 

Es sei noch bemerkt, da0 die eben entwickelte Ableitung der 
Formel 17) nicht einwandfrei ist; doch soll hierauf nicht näher 
eingegangen werden und sei diesbezüglich auf das Werk nTheorie 
der Beobachtungsfehler von C z u b e r" hingewiesen (Seite 153, 
Punkt 64). 

3. Berechnung des durchsohnittliohen Fehlers aus den schein- 
baren Fehlem naeh Peters. 

Würden die scheinbaren Verbesaerungen A,, iU, , A„ ebenso 

wie die wahren Verbesserungen £i, «j, , £» dem Gaußschen 

Gesetze folgen, so bestünde zwischen dem mittleren und dem 
durchschnittlichen Fehler ihrer Reihe, d. i. zwischen (t und fr' die- 
selbe Beziehung, welche zwischen den auf die Reihe der wahren 
Fehler bezüglichen Größen (i und fr, um deren Bestimmung es sich 
handelt, stattfindet, d. h. es wäre 

ebenso wie 

und die Bestimmung von ft' und fr' hätte den Gleichungen 

3) "»f^' 

4) 9'=JH. 

n 

gemäß zu erfolgen. Ersetzt man in 3) die Summe [l l] dnrch ihren 
Mittelwert (n — 1)^" [Gleichung 17) des Punktes 2 dieses Abschnittes],' 

so ergibt sich das Verhältnis -^ und zwar 
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da vermöge 1) und 2) - 



Führt man schließlich für 9' den in 4) angegebenen Wert ein, 
so kommt man zu dem Resultate 



Peters hat die an die Spitze gestellte Vorauasetzung, daß die 
scheinbaren Fehler zugleich mit den wahren das Exponentialgesetz 
befolgen, weder explizit ausgesprochen noch ihre Richtigkeit er- 
wiesen. Darum konnte die Begründung seiner Formel nicht befrie- 
digen und veranlaßte Helmert zu einer Neubegründung, auf welche 
hier nicht näher eingegangen werden soll. Aofsohluß hierüber gibt 
Czubers Werk über die Theorie der Beobaobtungsfehler, Seite 165, 
Punkt 71. 

4. Bestimmung der Genauigkeit des arithmetisohen Mittels. 
Der mittlere, wahrscheinliche und durehsohnittliehe Fehler 
des arithmetischen Mittels. 
In der im Punkte 2 dieses Abschnittes gefundenen Gleichung 13) 



A'— .1 = 



M 



steht im linken Teile der Unterschied zwischen dem wahren Werte X 
und demi wahrscheinlichsten Werte x der Unbekannten. Dieser Unter- 
schied gibt den wahren Fehler des arithmetischen Mittels; 

bezeichnet man ihn mit fx. so hat man: «, = — - 

Die Quadrierung ergibt: 

Hierin kann, wie im Punkte 2 dieses Abschnittes | bewiesen 
wurde, [e]* durch [ee] ersetzt werden, so daß der rechte Teil von 

1) dann lautet: -^-^- Der Mittelwert von b,* ist das Quadrat des 

mittleren Fehlers von i^. Bezeichnet man den mittleren Fehler von 
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ti, d. i. den sogenannten mittleren Fehler des arithmetischea 
Mittels mit fti, so hat man; ^* = L-^ ■ Weil ferner -i—i das Quadrat 
des mittleren Fehlers [t einer Beobachtung darstellt, also - — - = fi* 

Die Überlegung, 

daß n[i' der Durchschnittsbetrag von [sej ist, führt zu demselben 
Resultate. Wie man sieht, erscheint der Fehler fi^ durch den mittleren 
Fehler ft einer Beobachtung ausgedrückt. Es findet also statt: 

n } n 

Die Genauigkeit des arithmetischen Mittels aus n gleich 
genauen Beobachtungen ist demnach Kn-mal größer als 
die Genauigkeit der Beobachtongen selbst. 

Es geben z. B. Tier Beobnhtungen die zweifache, neun Beob- 
achtongen die dreifache Genauigkeit. 

Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels ist also gleich 
dem mittleren Fehler einer Beobachtung, geteilt durch die Quadrat- 
wurzel aus der Zahl der Beobachtungen; oder der mittlere Fehler des 
arithmetischen Mittels nimmt im verkehrten Verhältnisse der Quadrat- 
wurzel aus der Anzahl der Beobachtungen ab; es werden daher vier 
Beobachtungen erfordert, um denselben auf die Hälfte, neun Beobach- 
tungen, um ihn auf </,, 100 Beobachtungen, um ihn auf '/la ^^^ mittleren 
Fehlers einer Beobachtung herabzudrücken. Da man nun bezüglich 
der Vervielfältigung der Beobachtungen in jedem' einzelnen Falle 
bald an eine durch Zeit und andere Umstände gesteckte Grenze 
gelangt, so erhellt von selbst, daß man trachten muß, schon die 
einzelnen Beobachtungen möglichst genau zu machen, da die bloße 
Vermehrung der Anzahl der Beobachtungen den Mangel an innerer 
Güte nicht zu ersetzen vermag. 

Bezeichnen r, und #, den wahrscheinlichen und den 
durchschnittlichen Fehler des arithmetischen Mittels, 
so ist 

r, = 0-67449 fi^r, &:r — 79788 ft,. 

Infolge des unveränderlichen Verhältnisses zwischen dem 
mittleren und wahrscheinlichen Fehler erhält man für den wahr- 
scheinlichen Fehler des arithmetischen Mittels 
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aus demselben Grunde folgt für den Dnrchschnlttsfehter des arith- 
metischen Mittels 

Für die Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers einer Beob- 
achtung und des wahrscheinlichen Fehlers des arithmetiBchen Mittels 
aus dem mittleren Feliler einer Beobachtuog hat man : 



= 0-6746 ii = 0-6746 1' i^ 



0-6745 



Yn Yn(n—1) 



Y[u]. 



belle VI, jene des Faktors ,, in der Tabelle VII enthaltend 

Ynin-X) ^ 

Für die Berechnung von r und r. aus dem Darohaohnittsfehter & 
hat man: 

f«(n — 1) y«(ii— 1) ' 

r n nf n — 1 

Die numerischen Werte des Faktors 



Yn{n — 1) 

Tabelle VIII, jene des Faktors °^1^ die Tabelle iX. 
nV n — 1 

Resnme unter Rücksichtnahme auf die Genauigkeits* 

bestimmung durch' den mittleren Fehler. Liegen für eine 

Größe die direkten Messungen gleicher Genauigkeit ^, l^, ,i„ 

Tor, so ist ihr plausibler Wert: 

,^^ '.+'.+ +1. . 

n ' 

die scheinbaren oder plausiblen Fehler der einzelnen 
Beobachtungen sind gegeben durch: 



-^n + ^; 
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derdn riohtige Berechnung kann mittels der GleichuDg [l] =^ kon- 
trolliert werden. 

Der mittlere Fehler einer Messung ist; 

der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels beträgt: 

■ Yn \ wj^r=^) 

Das Resultat der Ausgleichung stellt man kurz durch 

- a;=F^i 
dar. 

Die Summe [XX\ rechnet man aus den einzelnen X mit Hilfe 
von Quadrattafeln. Man kann sie zur Eontrolle auch aus den l 
j^rechnenl auf Grund der Gleichung: 

[iil = [iq_Jfl.', 

die'sich leicht aus den Ansätzeü a;=— . Aj=^ — It-Vx ableiten läßt: 

71 ' 

denn die letzte Gleichung gibt, wenn man sie quadriert und dann 
die Gleichung für x berücksichtigt'' 

.11". 

n 

1. Beispiel. Eine Strecke wurde sechsmal gleich sorgfältig 
gemessen; dabei ergaben sich für ihre LSoge die aus der nach- 
stehenden Tabelle zu entnehmenden Werte, welchen gleich die aus 
der Berechnung hervorgehenden l und ki. beigesetzt sind. 



Nr. 



ur: 
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Es 'ist unnötig, die ganzen Meter und die Zehntelmeter in äie 
Berechnung des arithmetischen Mittels bineinzunehmen, da es sich 
bloß um die Bestimmung der differierenden Stellen handelt. 
Ebenso wird die Bereohnuug bequemer, wenn man die l als Ein- 
heiten der niedersten Ordnung behandelt und am Ende der Be- 
rechnung erst wieder den Dezimalpunkt gehörig vorsetzt. Daß sich 
[A] nicht genau auf Null reduziert, hat seinen Grund darin, daS 
im vorliegenden Falle [l] durch n nicht ohne Rest teilbar ist' und 
daher Abrnndungsfehler vorkommen. 

Man findet: 



-Ei-^-,, „-irM 



■n — 1 ) 6 

r 






6X5 ~ ' 

Geht man wieder auf die ursprünglichen Einheiten über, so 
erhSIt man: 

X = 346-539 w, p = ± O'Oll, m, pi^ = ± O'OOis m. 

Hienach wird man die Größe a;= 346-639 m als den wahr- 
scheinlichsten Wert für die Lange der gemessenen Strecke bei- 
behalten. Diese Länge ist auf ± 0-004« m sicher, d. h. die wahre 
Länge kann «bensowoM 346*543« m als auch S46'5S44in betragen und 
bei einer einzelnen Messung derselben Strecke steht der mittlere 
Fehler =:±0'011ain zu befürchten. 

2. Beispiel. Im Laufe der Jahre 1892 bis 1894 wiederholte 
Bestimmungen der Polhöhe von Kapstadt haben die aus der nach- 
stehenden Tabelle ersichtlichen 15 Werte ergeben, welche als gleich 
genaue Beobachtungen zu behandeln und auszugleichen sind. 

Man rechnet 

48-92" 



= 3-26 , 



0-16" 

und kann als Ergebnis der Ausgleichung hinstellen : 
— 330 56' 3-26" =F 0-04". 
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— 0-22 

— 0-24 

— 0-24 

— 0-06 
-^0-17 
-^0-28 
H-0-19 

— 0-02 

— 001 
-i-0-06 

— 0-04 

— o-oi 

+ 0-16 

— 004 

— 0-01 



00484 
0-0576 
00576 
00036 
0-0289 
00784 
0-0361 
00004 
00001 
00036 
0-0016 
0-0001 
0-0225 
00016 
0-0001 

0-3406 



B. Ungleich genaue Beobachtungen. 
5. Begriff des Gewichtes. Genauigkeitsbestimmung. 

Eine unbekaDiite Größe A' sei n-tnal, jedoch nicht unter gleichen 
Umständen beobachtet worden, so daß den Beobachtungsergebnissen 

^1, li, , l„ deren Fehler einzeln dem Gaußschen Ezponential- 

gesetz unterworfen sein mögen, verschiedene Genauigkeit oder 

Schärfe zukommt; die PrSzisionsmaße hi, Aj, , A«, welche die 

verschieden gaten Beobachtungen zum Ausdruck bringen, werden 
als bekannt vorausgesetzt. 

Hieher gehören auch die wiederholten Beobachtungen, bei 
welchen man die Inatrumente wechselt oder bei welchen die Beob- 
achter wechseln. 

Die Fehler, die man äen Beobachtungen zuschreibt, seien 

wieder mit — 8„ — S^, , — dn bezeichnet; dieselben stammen 

von der Annahme eines Wertes S für X. Mit der Annahme des 
Wertes % sind auch schon die Fehler —6 gegeben. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen dieser Fehler 
aus der Annahme | ist jetzt proportional dem Produkte aus den Ex- 
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ponentialgröfien e~ *i**i', c~ V^j'^ , c~ *-■'*'>", also propor- 
tional zu 

^_ (A,5 a^ j -1- Aji *ji 4- + A,s a,)). 

Man erklärt nun jenen Wert von i als den vortellbafteaten 
oder wahrscheinlichsten, welcher diesen Auadruck zu einem Maximum 
macht, was offenbar dann eintritt, wenn die Summe 

1 ) Äi* *, i> -j- A,» (Jj- + + An* dn* ein Minimum 

wird. 

Bekanntlich ist di = — ^ + 1; für den vorteilhaftesten Wert 
von I muß also die Summe 

5=A,*(-^. + e)=+V(-'s+i)»+ -\-hj(~h+^)* 

ein Minimum werden. 

Die Bedingung hiefür ist nach der Theorie über extreme Werte 

2) A.M-^i-fl)^V{-?. + l) + + A,M-^--fS) = o; 

hieraus erhält man für den vorteilhaftesten oder wahrscheinlichsten 
Wart der Unbekannten 



i = 



Ai*"?i+V^i + ■ + A,'i 

Ä,*-f A,i' + + A.« 



also einen verallgemeinerten Mittelwert; derselbe soll, wie das 
arithmetische Mittel, mit x bezeichnet werden. 
Weil femer der zweite Differentialquotient 

-^ = 2(*,. + V+- +V)^0, 

wird S für das verallgemeinerte Mittel tatsächlich ein Minimum. 

Man kann die einzelnen Beobachtungen statt durch das Prä- 
zisionsmaß durch den mittleren Fehler charakterisieren. Ist fi,- der 

mittlere Fehler von k, so hat man u.*^ — rr ; daraus A,*^-t — =-- 
' '^ 2 hl* ' 2(11* 

Mit Rücksicht darauf geht dann 3) über in: 

1,1,, , I , 

- •* 1^1. ~~1 

7^.^ + 7.^^ ^TT? 

Multipliziert man Zähler und Nenner mit der vorläufig be- 
liebig gewählten positiven Zahl /t«^, so folgt: 
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t^j_l^\ ; i^ 

Ml* fs* ' ^' 

Setzt man — = Pi, BO erscheint x unter der Form 

^_ P.?,-P,/.- -PJ. _ [pJL 

j^i-j-j-r -P. tpl 

Die positiven Zahlen^,, j?,, , p„ welche dem Gange der 

Rechnung nach proportional sindüen Quadraten der Genauig- 
keit der Beobachtungen, bezeichnet man als deren Gewichte. Man 
kann durch entsprechende Wahl von p«' bewirken, daß die Gewichte 
ganze Zahlen werden oder wenigstens bis auf zu vemaohlissigende 
Bruchteile durch ganze Zahlen ersetzt werden können. 

Für (i, = ito wird pi = l; es hat also die eingeführte Zahl (t^ 
die Bedeutung des mittleren Fehlers einer fingierten Beobachtung, 
der das Gewicht eine zukommt. Man nennt aus diesem Grunde fio den 
mittleren Fehler der Gewichtseinheit. 

Hätte man p, -j- Pa + — p« Beobachtungen von der Art 

der fingierten, also vom Gewichte eins angestellt und hätten davon p, 

das Resultat l^, p, das Resultat /j, , j>« das Resultat L ergeben, 

so ergäbe sich aus diesen gleich genauen Beobachtungen auch der 
Mittelwert 4). Es wiegt demnach eine Beobachtung, deren 
Gewicht p ist, p Beobachtungen vom Gewichte eins auf, zu- 
nächst in Bezug auf die Bildung des Mittelwertes. 

Das Gewicht tritt zu den bisher betrachteten Präzisionsmaßen 
als neues Präzisionsmaß hinzu. 

Sowie die Form 8) des Resultates aus der Bedingung i), so 
kann die Form i) aus der Bedingung, daß 

(Kpi.rf,)*+(y^.#,)* + — (K^.*,)* ein Minimum 

sein muß, abgeleitet werden. 

Weil nämlich d( = — ^f-rS- so muß 

Pi {—ii-r^y-\-P»(—h—i)^-\- — P- (— h — g)* ein Minimum 

werden, also 

Pi{-'i^^)-pA-k^i)^ Tpn(~L-\-^) = o 

sein; daraus folgt 

I = yi A + p»i» — -- -■__ rzj^'_ _ JpjI , 
pi-^pt^ -pH h>\ 

übereinstimmend mit 4). 
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Die i der Gleichuagen A; = — 'j + ;f, t'^l, 2, , n ent- 

sprecheo Beobachtungen mit verschiedenen Gewichten. Man kann 
aber auf gleiche Gewichte, etwa auf die Gewichtseinheit reduzieren, 
indem man beachtet, daß eine Beobachtung li von x mit dem Ge- 
wichte pi immer aufgefaßt werden kann als eine Beobaohtung hYpt 
von aVpi mit dem Gewichte eins, woför die Verbesserang AjKpj ist. 
Die plausiblen Verbesserungen liYpi, i^Ypt, ..-..., InVpn beziehen 
sich hienach anf gleich genaue Beobachtungswerte vom Gewichte eins. 

Im Falle ungleich genauer Beobachtungen erweitert sich also 
das im Punkte 1 dieses Abschnittes erkannte Prinzip der Methode 
der kleinsten Quadrate dahin, daß die Summe der mit den Ge- 
wichten multiplizierten Quadrate der (scheinbaren) Fehler 
zu einem Minimum zu machen sei, um den vorteilhaftesten Wert 
t&r die unbekannte zu erhalten. 

Die Formel 4) kommt auch zur Anwendung, wenn die Werte 
li, I, , 7„ nicht nnmittelbare Beobachtungsresultate, sondern arith- 
metische Mittel ans Beobachtungsreihen darstellen; fx,, (t^, , (in 

bedeuten dann die mittleren Fehler dieser arithmetischen Mittel. 

Es handelt sich noch darum, mit Hilfe der bekannten Gewichte 
und der scheinbaren Fehler die Genauigkeitsbestimmung durch- 
zuführen, nämlich den mittleren Fehler der Gewichtseinheit 
und des verallgemeinerten Mittels zu berechnen. 

Zwischen dem mittleren Fehler (ii einer Beobachtung vom Ge- 
wichte pi und dem mittleren Fehler [tf, einer Beobachtung vom Ge- 
wichte eins besteht bekanntlich die Beziehung ^ ^ ^,' ; daraus folgt: 

Überträgt man diese Beziehung auf die einzelnen Abweichungen 
vom Mittel, so wird der Abweiohung Aj einer Beobachtung vom Ge- 
wichte 2)i bei einer Beobachtung vom Gewichte eins die Abweichung 

entsprechen. Aus den transformierten Abweichungen A'i, A'g, , A'„ 

aber bestimmt sich der mittlere Fehler der Gewichtseinheit 

gemäß der Formel ft = l ~7 ™*'' 

..._rj£i3: 



führt man_hierin die scheinbaren Fehler A selbst mittels der Gleichung 
A'( = A;Kp,- ein, so wird also endgültig: 
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^n 



12M1. 



Für deo mittleren Fehler des verallgemeinerten Mittels 

ergibt sich der Ausdruck 

„ _ ft -]f lP>->i 
'^' fW r ("-Dlpl' 
Für uDgleich genaue Beobachtungen bestehen, wie leicht einzu- 
sehen, folgende Gleiobangen : 

«I = — ^ + Ä'- \ 



diese drei Gleiohnngs- 
systeme gelten auch 
für gleich genaue Be- 
obachtungen; bei un< 
gleich genauen Beob- 
achtungen erfolgt je- 
doch die Berechnnng 
dea wahrscheinlich- 
flten Wertes x der Un- 
bekannten mit Rück- 
sicht auf die Gewichte 
der Beobachtungen. 



für die wahren Fehler, 









für die scheinbaren 
oder plausiblen Fehler; 
diese Gleichungen heißen 

Fehlergleiohangen ;' 



Ans dem dritten System folgt mit Rücksicht auf den Wert 
von X die Beziehung i>,Ai +pjii — -rp«A„= [pA] =0. 

Resume. Sind nebst ^, /j, , !, auch deren Gewichte p,, 

Pi, , f B gegeben, so rechne man 

hiemit die scheinbaren Fehler 

welche bei richtiger Ausführung der Rechnung die Kontrollo 
[pX] =0 bestehen müssen; dann den mittleren Fehler der Gewichts- 
einheit 
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und den mittleren Fehler des verallgemeinerten Mittels 

das Resultat der AuBgleiohung ist wieder in der Form 

zn geben. 

Waren die mittleren Fehler der Beobachtungen / gegeben, so 
hat die Gewichtsbereobnung voranzugehen; man wählt für die pi in 

passender Weise Zahlen, die den — — proportional sind. 
^* 
Die Summe [pi-i] kann zur Kontrolle auch aus den l nach 
der Formel 

[pu] = [pl^-lf^ 

berechnet werden, die sich aus den zwei ersten Ansätzen ergibt. 
IdÄn hat nSmlicb: 

ii>\ [p]' [p] 

Die Zusammenstellung nimmt lediglich auf die Genauigkeits- 
bestimmung durch den mittleren Fehler Rücksiobt. 

1. Beispiel. Der Flächeninhalt F einer ebenen Figur wurde 
auf mechanischem Wege mit verschiedenen Hilfsmitteln dreimal ge- 
mesBen, wobei verschiedene mittlere Fehler sich ergeben haben. Es 
ist die Ausgleichung der direkten Beobachtungen vorzunehmen, wenn 
die erhaltenen Werte sind: 

Fi = 4.'j-i cm*, fi = ± 0'30 cw*, 

Fi = 451 CHI», Pa = ± 0-1 2 cw'^, 

Ff = 449 CHI*, tis = ± 018 "'(-. 

Zunächst sollen die Gewichte pi, pi, p, der drei ungleich ge- 
nauen Beobachtungen bestimmt werden. 

Da die Gewichte den Quadraten der mittleren Fehler umge- 
kehrt proportional sind, so bat man: 
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1 

30» 


1 


12« 


2* 


l 


1 


18« 


?' 



Für das Verhältnis der drei Gewichte hat man also 
Pi :pj:yj = 36:226:100. 
Hlefür kann ala hinreichender Näherungswert p, :^ :^g ^ 1 : 6 : 3 an- 
genommen werden. Ferner setze man zur Vereinfachung der Rech- 
nung: 
F, = 45-4 = 45-0 + 0-4 = F„ -{■ 0-4, F3 = F^-{- O'l, J's = J'p — O"!. 



Nr. 


i 


p 


y! 


l 


pX 


pU 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


1 

2 
3 


+ 0-4 
+ 0-1 
— 0-1 


1 
6 
3 


+ 0-4 

+ 0-6 
-0-3 


— 033 

— 003 

+ 0-17 


— 33 

— 018 

+ 0-61 


01089 
0-00S4 

0-0867 






10 


+ 0-7 




— 0-51 

+ 0-61 
[pA] = 


0-2010 



L = _— = 0-07 f 



In der vorstehenden Tabelle werden zuerst die Kolonnen l, 
2, 8 und 4 ausgefüllt und dann das verallgemeinerte Mittel 
[p l\ 0-07 

P 

gerechnet; daher ist der wahrscheinlichste Wert der Fläche 
F = Fa-\-x= 4Q-0 + 0-07 = 46-07 cm*. 

Nun werden die Kolonnen 5, 6 und 7 berechnet. 

Man erhält für den mittleren Fehler der Gewichtseinheit, das 
ist für den mittleren Fehler der gleich genauen Beobachtungen, 
welche man sich denken kann, um ans ihrem arithmetischen Mittel 
beziehungsweise die Werte F^, l*,, F, zu finden: 



«— 1 

n ReohuhtDiigRi, 



= ± 0-31, i 



dbyGoogle 



der mittlere Fehler des verallgemeinerte!) Mittels beträgt 
= ± 0-1 Oq cm". 



r [p A i.] _ 1/^ 0-2010 
(n-l)[p]-ll 2X10 = 
Zur Kontrolle kann man ferner die mittleren Fehler der ein- 



zelnen Beobachtungen rechnen: 

u„ 0-31, „ .„ 

Ypt ¥6 

Vpa r 3 
wobei ^i' !(*«': Ca' = f*i = f^ = /*s sein muß, 

2. Beiapiel. Zur Bestimmung der Polhöh© der großen Kuppel 
dea Astropbysikalischen Obserratoriums bei Potsdam wurden in den 
Jahren 1892 bis 1893 wiederholte Beobachtungen nach der Horrebow- 
Methode an Stempaaren vorgenommen. Dieselben sind gruppen- 
weise zu Mittelwerten vereinigt worden. Die Mittelwerte der so ge- 
bildeten 11 Gruppen nebst den Anzahlen der dabei verwendeten 
Sternpaare sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Aus den- 
selben ist das Schlußresultat zu ziehen und seine Genauigkeit zu 
bestimmen. 

Die Anzahlen der Sternpaare werden als Gewichte zu verwen- 
den sein. 





Nr. 


l 


Paare 
P 


pl 


X 


KK 


pXl 






1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


52» 22' 53-98" 
63-86 
Ö8'95 
54-01 
64-06 
58-98 
53-91 
58-97 
53-95 
58-90 
63-91 


99 
118 
114 
142 
163 
192 
168 
102 
108 
131 

90 


9702 
101-48 
108-30 
143-42 
172-78 
18816 
143-78 

9894 

96-79 
117-90 

81-90 


— 002 
+ 010 
+ 001 

— 006 

— 010 

— 002 
r 0-05 

— 0-01 
+ 0-03 
+ 006 
-rO-05 


0-0004 
00100 
0-0001 
0-0035 
0-01 CO 
0-0004 
00026 
00001 
00009 
0-0036 
0-0026 


00396 
1-1800 
0-0144 
0-3550 
1-6300 
0-0768 
0-3950 
00102 
00927 
0-4716 
0-2260 










1412 

Ip] 


1349-47 






4-3873 
[piA] 
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Die Kolonne p l ist mit den Resten von l gerechnet, welche 
nach Abtrennung von 62" 22' 53" übrig bleiben. 

Uan bestimmt nun 
d&s verallgemeinerte Mittel: 

1349-47 „„,„ 

— TUT-"« ■ 

den mittleren Fehler der Gewichtseinheit, d. i. der Polhöheube- 
stimmung aus einem Sternpaare: 

4^73". 



..^f^ 



0-66"; 
10 



den mittleren Fehler des verallgemeinerten Mittels: 

0-66 
f».= -^===0'018". 

yi4i2 

Das Ergebnis der Ausgleichung ist hiernach: 
^, 52022' 63-96" ^= 0-018". 

6. Funktionen direkt beobachteter GröBen. 

Es sei V^F{Xj, A',, , X„) eine beliebige Funktion der 

von einander unabhängigen GröBen X,, X^, , X„; für diese 

seien durch direkte Beobachtung die vorteilhaftesten Werte x^, x^, 

, X-. mit ihren mittleren Fehlern ft,, fig, , fi^ gefunden 

worden, Man soll bestimmen: 

A) den vorteilhaftesten Wert v der Unbekannten V und 

B) dessen Genauigkeit, ausgedrückt durch die mittleren Fehler 
der beobachteten Größen. 

A) Bestimmung des wahrscheinlichsten (vorteilhaftesten 

oder plausiblen) Wertes einer Funktion 

V=F(X„ As, , X„). 

Die genaue Bestimmung der Größe V ist nicht möglich, weil man 
die Werte von X,, A„ , X„ nicht absolut genau bestimmen kann. 

Als Ersatz für den wahren Wert der Unbekannten V kann man 
den Wert v benützen, welcher gegeben ist durch 

v = F{x^. .Vi, , .v„); 

denn die vorteilhafteste Bestimmung von V ergibt sich aus den 
vorteilhaftesten Werten der Elemente. Hiedurcb ist die erste der 
gestellten Aufgaben unmittelbar gelöst 

Nun soll zur Lösung der zweiten Aufgabe übergegangen werden. 



DigitizedbyGOOgle 



B) Bestimmung des mittleren Fehlers von v. 

Die Fehler, welche den Größen x,, x^, ,Xn anhaften, über- 
tragen sich naturgemäß auch auf v. Es handelt sich also darum, 
das Gesetz zu finden, nach welchem sich die Unsicherheit 

in der Bestimmung der Rechenelemente Xi, x^, x, auf 

das aus ihnen abgeleitete Resultat v überträgt oder fort- 
pflanzt (Fehler f Ortpflanzungsgesetz). 

Zunächst sollen einige spezielle Fälle betrachtet werden. 

Speziele Fälle. 
8.J Ks sei zunächst der einfachste Fall angenommen, in welchem 
die Funktion 

V=aX 

zu berechnen wäre, wobei a einen bekannten Koeffizienten bezeichnet. 
In diesem Falle ist also nur eine unabhängige Größe X gegeben 
und es ist ein Vielfaches dieser Größe zu rechnen. Als vorteilhaftester 
Wert für X wnrde der Wert x gefunden. Statt o X rechnet man 



man erhält also für die wahre Verbesserung von c 

Bezeichnet man die wahre Verbesserung von x mit e und die 
wahre Verbesserung von v mit Cg, so kann man die letzte Gleichung 
in der Form 

schreiben; hieraus folgt durch Quadrierung: 
«,* = o- £*. 

Der Mittelwert von t* ist nun das Quadrat des mittleren Fehlers 
von X, nämlich p*, daher ergibt sich für den mittleren Fehler ^ 
von V die Beziehung 

11,^ = 0,^(1^ 

oder 

ft. = a fi. 

Der mittlere Fehler eines Vielfachen wächst also wie 
dieses selbst. 

Nimmt man beispielsweise l'=3-Y, so ergibt sich {i, = 3fi. 
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Es soll noch das Gewicht ^p von v ermittelt werden, weBD man 
das Gewicht p von x kennt. Bedeutet fi^ den mittleren Fehler der 
Oewichtseinbelt, so hat man (nach Punkt 5 dieses Abschnittes) : 

folglieh, weil ft,» = a« ;i' ist, 

p^ p ' 

daraus findet man 

P 



h) Es werde nnn der Fall betrachtet, wenn V die Siunme der 
zwei beobachteten Größen -X^, und X%, also 

iat. Die vorteilhaftesten Werte, welche für X^ und X^ gefunden 
wurden, seien Xi und x^ mit den mittleren Fehlern fii und y^. Statt 

F= X^ -p X^ rechnet man o = a-, + a:g 
und es ist 

V-v = (- X, 4- X,) ^ (- X, ^ X,), 

oder nach Einsetzung der wahren Verbesserungen fi, 6s und b, für 
x^, Xi und V 

£„ =^ £, 4- E, ; 
hieraus folgt durch Quadrierung: 

s,2 = St* -7- Sj* + 2 Si (2. 

Der Mittelwert von *,* ist nun das Quadrat des mittleren 
Fehlers von x^, nämlich (üj^; der Mittelwert von sj* das Quadrat des 
mittleren Fehlers von Xt, nämlich ^j*, endlich der Mittelwert von 
El fj gleich Null; daher ergibt sich für den mittleren Fehler ^c von 
V die Beziehung: 

oder 

Wenn 



so erhielte man auf gleichem Wege für p,, denselben Ausdruck 1). 

Der mittlere Fehler der algebraischen Summe zweier 

unabhängig voneinander beobachteter Größen ist der 
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Quadratwurzel aus der Quadratsumme der mittleren Fehler 
dieser GrÖSen gleich (Didionaches Gesetz oder der pytha- 
goreische Lehrsatz der Ausgleloharechonng). 

Es soll noch die übersichtliche Herleitung der Formet 
ft'^ = fi^ i- fi* beigefügt werden. Speziell für diese Herleitung 
werden, um nicht noch weitere Weiser zur Unterscheidung der 
Fehler anwenden zo müssen, die wahren Fehler der m-mal beob- 
achteten Größe Xi durch a„ og, , a_, jene der n-mal beob- 
achteten Größe Xf durch b,, 6,, , b^ bezeichnet Es ist alsdann 

Um n,* zu bilden, hat man zu beachten, daß man sich jeden Fehler 
ron Xi mit jedem Fehler von Xt kombiniert denken kann, wodurch 
man zusammen ntn-Werte für die Bildung von ^g* erhfilt; das nach* 
folgende Schema macht dies ersichtlich. 

(«i — fc,)* .(a,_ufc,)« (a,_6j)i I Die Addition ergibt, 

(Oj -j- fcj)* (0| — fcj)* (a„ -p 6i)* I wenn man beachtet, 

\ daß der Mittelwert der 
j Summe [aiby] Null 

<o,-i-i,)« (Og— 6.)» (Ow-M* ) betrfigt, 

no,'— [fcfc], noj»— [fi6], , na„»-p[6i<]; die Summe dieser 

Glieder ist gleich n [aa] -i-m[bb]. 
Es ist also 

«|«°1 4 »in.] _ l»-l , [bb] _ 

P» — ■ — == - ' f*! -" f*! ■ 

oj Verallgemeinerung des Falles bj- 
Man bat die n Großen 

A'i, A', , A„ 

beobachtet und für dieselben als vorteilhafteste Werte 

a-i, Xf, , x„ 

mit ihren mittleren Fehlem 

Pi- ^. /»- 

erhalten. Ist 

F= A,--A,-p — A'„ 

so hat man als Ersatz hiefür 

f = J, — a-j — - JCn 

zu bilden. Als mittlerer Fehler Hc von v ergibt sich alsdann 
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Diese Formel kommt aucb dann zur Anwendung, wenn die Ein- 
flüsse mehrerer voneinander unabhängiger Fehlerquellen, die einzeln 

durch die mittleren Fehler (t,, fit, , (i„ charakterisiert sind, 

sich zu einem Oesamtfehler vereinigeii. 

Sind alle Elemente mit gleicher Genauigkeit bestimmt, so daß 

Pi=pj= = ;*,.=^ 

ist, so gilt für den letzten Fall die Formel 

Nimmt man beispi^veise V^ Xi ^ X^ -{- X^, ft] ^= ft, '= ^ == ^, 
so ist fig^^ftYs. 

Es wächst also der mittlere Fehler der Summe gleich 
g^nau bestimmter Summanden Wie die Quadratwurzel aus 
deren Anzahl. 

Ist hingegen V=:nX, n eine Konstante, x der vorteilhafteste 
Wert von X, (i der mittlere Fehler von x, so hat man V'=nx und 
fi, = nii. [Fall fl,J.] Der mittlere Fehler eines Vielfachen 
wächst also wie dieses selbst, was bereits nuter aj gesagt wurde. 

Aus der Formel itr = itYn folgt der für die Praxis wichtige 
Satz: Wird eine Größe durch Zusammensetzung mehrerer Teile be- 
stimmt, so nimmt der mittlere Fehler der algebraischen Summe wie 
die Quadratwurzel aus der Anzahl der Teile zu. Man wird daher 
immer in solchen Fällen trachten, die Anzahl der Teile möglichst 
gering zu machen. 

Aus der Vergleichnng der beiden Formeln ii, = nfi und (it = nYn 
folgt weiters, daß, wenn eine Größe V nicht unmittelbar als Ganzes 
bestimmt werden kann, es vorteilhafter ist, dieselbe aus mehreren 
direkt beobachteten Teilen zusammenzusetzen, als einen aliquoten 
Teil zu messen und durch Vervielfachung desselben V zu bilden. 
Im ersteren Falle ist Dämlich, wenn n Teile gemessen wurden, deren 
Summe = F ist, [i,=fi,Yn, wenn n der mittlere Fehler eines Teiles 
ist Hat man aber mit derselben Genauigkeit nur den n-ten Teil 
von F, d. i. — =^X gemessen, wo dann V^nX, so wird it,^nii, 

somit der mittlere Fehler von V im letzteren Falle Yn-mai größer 
als im erstereuj^und man müßte n-mal den n-ten Teil von V messen, 
um V mit derselben Genauigkeit zu erhalten. 

Es soll noch die Gewichtsbestimmung vorgenommen werden. 

Bezeichnet man mit pi, p^ die Gewichte von x,, x^, nyt p, 
das Gewicht von v, so ist, wenn ^ den mittleren Fehler der Ge- 
wichtseinheit bedeutet, 
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folglich, da ^.^==^1' + ^' ist, 



«, = — » = -£l^_. 

i»! ^ p» 

Sind die Werte von a:,, Xj gleich genau, eo wird 

Hi=H,=fi, Pi=Pt=P, somit 



P-. 



Sind n Größen .r,, x,, ., x^ gegeben, welche als gleich 

geoau angesehen werden können, so erhält man für das Gewicht p. 



von V 



7>c= — I wobei wieder p^Pi^Pt^ ^^p« ist. 



Die Formel /i, = Kni* + f^* + -ff*-* findet auch Anwen- 
dung auf den Fall, wenn ein Resultat durch mehrere voneinander 
unabhängige Beobachtungen zustande kommt, deren jede einem ge- 
wissen Fehler unterworfen ist. So erfordert z. B. die Beobachtung 
einer Richtung mit einem Winkelmeßinatrumente die Einstellung 
des Femrohres auf das Objekt und die Ablesung am Teilkreise. 
Nennt man daher a den mittleren Einstellungsfehler (Visurfehler), 
ß den mittleren Fehler einer Ablesung, so ist der mittlere Fehler 
einer beobachteten Richtung it ^ Ka' -p ß*. Die Messung eines Win- 
kels erfordert die Beobachtung zweier Richtungen, deren jede dem 
mittleren Fehler fi unterworfen ist; der mittlere Fehler des ge- 
messenen Winkels ist daher der Formel (t,^(i Yn zufolge ge> 
geben durch _ 

dj Verbindung des Falles a.J mit dem Falle cj- 
Dann ist 

r=o,A', l-OjA",- -fa,A; 

und als Ersatz hiefür rechnet man 
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Bedeuten wieder ;*,, fi,, , ;;», die mittleren Fehler der 

vorteilhaftesten Werte Xj, Xj, , a:, nnd Ht den mittleren Fehler 

von V, so ergibt eich 

Bezeichnet man mit pr das Gewicht von i>, mit pu Ptj P- 

die Gewichte von Xi, Xt, , ^\, so wird wegen 



Häufig kommt der Fall vor, daß eine Größe t» durch die halbe 
Summe oder halbe Differenz zweier beobachteter Größen x^, a-j be- 
stimmt wird, also 



ist. Für diesen Fall folgt 

1>- 



?'i-rP» 

wenn pi and ps die Gewichte von X| unH cc^ sind. 

Ist fti=pj = = ^, = fi, also auehj:», =pt = =p„=p, 

d.h. sind die beobachteten Werte x„ x^ , x, gleich genau, so 

hat man 

jOr P 

Allgemeiner Fall. 
Man betrachte nun den allgemeinen Fall, wo 

V=F(X„ X„ , X) 

irgend eine beliebige Funktion von X^, Xt, , X^ bedeuten möge. 

Für diese Größen Xi, Xj, , X, wurden aus direkten Beobach- 
tungen die vorteilhaftesten Werte x,, x^, x'^ mit den mittleren 

Fehlern ft,, ji», , ju» erhalten. Der vorteilhafteste Wert v von F 

ist gegeben durch 

v^=F{xi, Xt, , x„). 

Sind die wahren Verbesserungen der Bestimmungen Xi, x^, 
, X, beziehungsweise e,, e», , «„, ferner e, die wahre Ver- 
besserung von V, so hat man auch 



dbyGoogle 



V=F{xi — £,, Xt-r Bt, , ^«--e») 

und 

V — v = e. = F{x, — s„ iTj-j-ej , Xn — s„) — F(xi, x^, , x„). 

Werden die VerbeBaeraogen t\, s,, , f* sehr klein vorausgesetzt, 

so kann mau nach dem Taylorscben Lehrsatze mit Vernach- 
lässigung der höbereo Potenzen dieser sehr kleinen Größen setzen: 

V=F(x„ X, *•) ^ J7- *' ^ 5^ ^ ^ 1"J^*" = 



Sxa 



folgt. 

9v S'F 

Die Größe ^^-^ entsteht aus dem Differentialquotieuten jy' 

wenn man in demselben Xi = xi {i=l, 2 , n) setzt; es ist also 

-^— eine gegebene Größe. Nach dem speziellen Falle dj erhält man 

also zur Bestimmung des mittleren Fehlers fi. von v die Beziehung: 

-[W-^'-c^p- +(Ä>'=riiM- 

Die Gr5ße a,- im speziellen Falle dJ erscheint durch den Dif- 
. ferentialquotieuten -^ — des vorliegenden Falles vertreten. 

Damit ist die gestellte Aufgabe, das Gesetz zu finden, nach 
welchem sieb die Unsicherheit in der Bestimmung der Rechen- 

elemente Xi, x^, , x» auf das aus ihnen abgeleitete Resultat v 

überträgt, allgemein gelöst. 

Genau dieselben Relationen sowohl in den speziellen Fällen 
als auch im allgemeinen Falle bestehen auch zwischen den wahr- 
scheinlicben beziehungsweise durchschnittlichen Fehlem der Größen x 
und dem wahrscheinlichen beziehungsweise durchschnittlichen Fehler 
von V. 

Man wird kaum jemals an GröBea Messungen vornehmen nur zu 
dem Zwecke, um diese Größen für sich zu ermitteln; der Endzweck 
ist vielmehr in der Regel aus den gemessenen Größen andere zu 
bestimmen. 
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Beispiel. Um eiD Beispiel der Anwendung des allgemeinen 
Falles zu geben, soll «nterauoht werden, wie groß der wahrschein- 
liche Fehler eines Produktes ist, wenn man die wahrscheinlichen 
Fehler der Faktoren kennt. 

Man hat V= A', Xj, r = ^i3:,, s — = a^, ^-7 ^Xi-, iat ferner 

r, der wahrscheinliche Fehler von a:,, <■, der wahrscheinliche Fehler 
von Xi, so folgt far den wahrscheiolichen Fehler n des Produktes 



r.-Yx,- 


.V + a^^r,* 


= yTi*Xt* + rt*Xi^ 


Gesetzt, daS x, 


=> 7-22 und 


r, = 0-62, 


Xa 


= 6-47 und 


r, = 03 6, 



SO würde der wahrscheinliche Fehler r^ des Produktes »v= 4'23 sein, 
während der wahrscheinlichste Wert v von V oder Xi A'g gleich 
39-493 ist. 

Dieses Beispiel beantwortet, die oft angeregte und nicht selten 
unrichtig beantwortete Frage, wie groß der wahrscheinliche Fehler 
einer Fläche ist, wenn man die wahrscheinlichen Fehler der linearen 
Messungen kennt. Wäre etwa ein Quadrat gemessen, dessen Seiten 
gleich l mit dem wahrscheinlichen Fehler =;r behaftet sind, ao 
würde hienaoh der wahrscheinliche Fehler der Fläche =l7-Y2 sein. 

Kennt man den wahrscheinlichen Fehler des Produktes und 
zugleich den des einen Faktors, so ergibt sich der des anderen aus 



7. Beispiele. 

1. Beispiel. Es soll eine Strecke mit einem gegebenen Maß- 
Stabe gemessen werden. Zunächst kommt es darauf an, auszomitteln, 
mit welcher Genauigkeit man mit dem Maßstabe messen kann. Ge- 
setzt, es sei auf irgend eine Weise gelungen, den mittleren Fehler fi 
zu finden, den man begeht, wenn man eine dem Maßstäbe gleiche 
Länge gemessen zu haben meint. Würde nun ein Geometer, dem diese 
Aufgabe des Messens zukommt, glauben, Mittel zu besitzen, um eine 
gegebene Strecke mit Leichtigkeit und mit einer an absolute Schärfe 
grenzenden Genauigkeit zu halbieren, so könnte er wohl auf den 
Gedanken kommen, der Strecke, welche er messen soll, gerade eine 
solche Länge zu geben, daß sie sehr nahe eine Potenz von 2 in 
Beziehung auf den Maßstab vorstellt, diese Strecke also beispiels- 
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weise nahe 32(2^)-mal so lang zu maohea, ihre LSoge sodann da- 
durch zu beBtimmen, indem er den durch wiederholte Halbierung 
gewonnenen Teil mit dem Maßstäbe miBt und das erhaltene Maß 
mit 32 multipliziert. Gesetzt nun, man würde anch ganz seinen 
Glauben über die Vortrefflichkeit seiner Halbierungsmittel teilen, so 
müßte man ihm doch entschieden abraten, diese Methode anzuwenden ; 
denn er bekommt dadurch für den mittleren Fehler der Länge der 
ganzea Strecke 

ti,= S2[i. 

Bedeutet p das Gewicht der tatsächlich durchgeführten Messung und 
;'„ das Gewicht der Bestimmung der ganzen Länge der Strecke, so ist: 

~ ^— P 
^°~ 32^ "^102*' 

Mißt man jedoch alle Teile, so bekommt man 

^, = (t>^32 = 6-66ft und p, = -^- 

Der Geometer würde also den etwaigen Zeitgewinn mit einer Auf- 

4 
Opferung von mehr als — der erreichbaren Genauigkeit erkaufen. 

2. Beispiel. Als zweites Beispiel wird angenommen, es soll 
ein metrischer Zentner^ 5^ 100% durch ein vom metrischen ver- 
schiedenes Gewichtssystem dargestellt werden. Hiezu sei gegeben; 
ein Normalkilogramm und ein wenigstens einen metrischen Zentner 
schwerer Satz Gewichte eines anderen Gewichtssystems (z. B. englische 
Pfunde o. dgl.), welchen man in allen Unterteilungen als absolut genau 
anzunehmen ermächtigt wäre. Es handelt sich hier um die Dar- 
stellung eines Gewichtes (d. h. die Zusammenstellung gewisser, viel- 
leicht ganz willkürlicher Gewichtsstücke, welche zusammen ein ge- 
gebenes Gewicht liefern) und nicht etwa um die Kopierung des dar- 
gestellten Gewichtes, d. h. die Anfertigung eines gleichschweren Ge- 
wichtsstückes. 

Um sich über die Genauigkeit der Arbeit Aufschluß zu ver- 
schaffen, muß man im vorhinein wissen oder durch Versuche 
ermitteln, mit welcher Genauigkeit man mittels einer Wage und der 
Gewichte des Satzes das Kilogramm darstellen kann. Der mittlere 
Fehler, der dabei zu befürchten ist, heiße fi. Man sieht sofort, daß 
man, von der gegebenen Ermächtigung vollständig Gebrauch machend, 
durch Multiplikation des ermittelten Kilogrammäquivalentes mit 100 
das Gewicht finden könnte, welches zusammengelegt den verlangten 
metrischen Zentner (etwa in englischen Pfunden samt Unterteilungen) 
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darstellt. Zugleich aber sieht man, daB der hiebei begangene mitt- 
lere Fehler 100 fi beträgt. Macht man sich jedoch voa jener Vor- 
aussetzung frei, indem man die Mühe nicht scheut, die Opera- 
tion des Darstellens eines Kilogramma 99-inal zu wiederholen, so 
erhält man darcb Zusammenlegen aller einzelnen Darstellungen 
des Kilogramms, die einander nicht vollkommen gleich sein werden, 
mit dem Normalkilogramm die Darstellung des metrischen Zentners 
und zwar mit dem mittleren Fehler fiV^^^ Man erlangt also durch 
die vermehrte Arbeit eine mehr als /d9 = 9-95(ache Genauigkeit, 
selbst in dem Falle, als die obige Voraussetzung über den mitgeteilten 
Gewichtssatz ganz unzweifelhaft begründet wäre. Zu diesem Urteil 
hätte man aber auch schon ohne Kenntnis des n bloß durch Ver- 

' 10000 " 



gleicbung der beiden Gewichte ^ ■ und ^ - kommen können. 



8. Maß der Präzision und Gewicht des verallgemeinerten 

Mittels mit Rücksieht auf die verschiedene Genauigkeit der 

einzelnen Beobachtungen. 

Für den wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten wurde ge- 
funden bei Beobachtungen gleicher Genauigkeit 

11 ^_ '. -'.- -'._m 

und bei Beobachtungen ungleioher Genauigkeit 

2) u- = P'^'-rJ*'^»-^ — P-C ^ [pl] 

Pi—Pi + r^- [p] 

Es soll nun die Genauigkeit des durch diese Gleichungen be- 
stimmten wahrscheinlichsten Wertes der Unbekannten dnrch die Er- 
mittlung des Maßes der Präzision des Mittels angegeben werden. 
Hiebei wird der allgemeinere Fall — Beobachtungen ungleicher 
Genauigkeit — zu Grunde gelegt, da der andere aus diesem leicht 
abgeleitet werden kann. 

Bei Beobachtungen verschiedener Genauigkeit wird jedem der 

beobachteten Werte lu Ui > ^j> ein anderes Maß der FrSzision 

entsprechen. Sind hi, A„ , A, diese Präzisionsmaße, so ist, wenn 

Ki= — ii^j; k, = — l,—x, , A„ = — /„.-;»■ 

die scheinbaren Fehler der einzelnen Beobachtungen bedeuten, die 
Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens dieser Fehler 
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Man kann diese Bediogang noch auf eine andere, für die Praxis 
bequemere Weise ausdrücken. 

Es Bei Ao das Maß der Präzision einer willkürlich gewählten 
Gattung Ton Beobachtungen, welche man als Maßstab zur Verglei- 
obung der Beobachtungen l„ U, > '•• bezüglich ihrer verschie- 
denen Genauigkeit annimmt Als diese willkürliche Beobachtung sei 
die fingierte Beobachtung gewählt, welcher das Gewicht eins zukommt; 

es ist dann r^ = ^ gleichbedeutend mit »,-. Setzt man also 

ho' fr" " 

y.=jj_j, p. = ^-. , p. = ^, 

so verwandelt sich der Ausdruck für W, Gleichung 3), in: 

W= ^^'^P'-P'; P' e-V'i'.V + J^V + +J'-M(dA)- = 

4) ^ " 

Bezeichnet man für irgend einen anderen Wert der Unbekannten, 
z.B. für x-{-TC die Beobachtungsfehler mit di, öj, , Ö^ so wird: 

tfn ^ L^X-J-f=l„^X- 

Quadriert man diese Gleichungen, multipliziert dann jede der- 
selben mit dem zugehörigen Gewichte und addiert sie, so erhält man, 
da bekanntlich [pi.]^o ist, 

5) [pSd] = [pl>.]^[p]f; 

demnach folgt für die Wahrscheinlichkeit Wi des Wertes x-\-f die 
Formel: 



•5) H"", . 



v^piPi pr ^- V { [pi-i] + w E' } ^^^J^, 



Es verhält sich sonach die Wahrscheinlichkeit W, daß der 

Wert X = -J-^ der wahre Wert sei oder den Fehler = habe, zur 

Ip] 
Wahrscheinlichkeit H'i, daß er um die Größe f fehlerhaft sei, wie 
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Bezeicbnet man also das Maß der Präzision des verall- 
gemeinerten Mittels a;= y-y mit Äj., so hat man vermöge der 
im Punkte S des II. Abschnittes erhaltenen Schlußfolgerung: 

bedeutet ferner ji>j, das Gewicht des Terallgemeinerten Mittels 
X, so ist jj, : 1 ^ Aj,* : Ao=, somit 

Das Gewicht des verallgemeinerten Mittels ist demnach 
gleich der Summe der Gewichte der einzelnen Beobach- 
tungen. 

Da allgemein für den mittleren Fehler die Beziehung gilt 

fi = — F- 1 so hat man für den mittleren Fehler ji^ der fingierten 

Beobachtung vom Gewichte eins and für den mittleren Fehler (i^ des 
arithmetischen Mittels : 

daher ist mit Racksicht auf 7) und 9): 

Vergleicht man diese Formel mit der im Punkte i dieses Ab- 
schnittes abgeleiteten Formel p.! = r^, so erkennt man, daß das 

verallgemeinerte Mittel äquivalent ist einem gewöhnlichen arith- 
mischen Mittel aus [p] Beobachtungen vom Gewichte eins, wie dies 
bereits im Punkte 5 dieses Abschnittes angeführt erscheint 

9. Bestimmung des Maßes der Präzision der Beobachtung vom 
Gewieiite Eins.*) 
Die Größen 

hängen nur noch von dar Größe A,, d. i. dem Maße der Präzision 
der Gewichtseinheit ab, und es ist klar, daß zur Bestimmung dieses 

*) Siehe aucb Funkt 9 des II. AbscbntlteB. 
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Maßes keio anderes Mittel zu Gebote steht, als die Fehler der Beob- 
achtungen selbst. Bedeuten — *!,—** i~-e» die wahren Beob- 

achtungafehler, so ist die Wahrscheinlichkeit für deren Zusammen- 
treffen : 

n' 
Da nun diese Fehler wirklich eingetreten, folglich einer Änderung 
nicht fähig sind, hängt diese Wahrscheinlichkeit nur noch von dem 
Werte kg ab, und es wird jener Wert von h^ der wahrscheinlichste 
sein, für welchen die Wahrscheinlichkeit W des Zusammentreffens 
der wirklich eingetretenen Beobachtungsfehler ein Maximum wird. 

Dies gibt die Bedingung -tt- = 0, oder 

das ist 

3) H — 2Äo* [pee] =0; 

hieraus folgt nun 



51 i'»=f^'- 

Die wahren Beobachtungsfehler — s sind aber unbekannt; man 
kennt nur ihre wahrscheinlichsten Werte, d. i. die scheinbaren Fehler 

Ai ^ — li-\-x, i r= 1 , 2, ,n. Bezeichnet man mit x-\~f den wahren 

Wert der Unbekannten, so ist f i ^ — li~x-\-f=^i.i-^^,i=J,2, , w. 

Quadriert man diese Gleichungen, multipliziert sodann jede 
derselben mit dem zugehörigen Gewichte und addiert sie, so erhält 
man, da bekanntlich [p i] = ist. 

Weil nun [p] f^ eine wesentlich positive Größe bedeutet, so ist 
[j?AA] jedenfalls kleiner als [pc^ji was auch schon daraus folgt, daß 
jeder noch so wenig vom arithmetischen Mittel verschiedene Wert 
notwendig eine größere Summe der Fehlerquadrate geben muß. Der 
Wert von f ist nun allerdings unbekannt; da aber die Gleichung 6) 
andeutet, daß der Wert von [j^li-] jedenfalls vergrößert werden muß, 
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so wird man sich der Wahrheit so weit nähern, als es die Umstände 
erlauben, venn man f&r ; den mittleren Fehler des arithmetischen 

Mittels nimmt and somit r ^ ji^ == -i: setzt, wodurch die Gtei- 

V[p] 
chnng 6) in [pst] = [pfA] -r^o* übergeht. Durch Verbindung dieser 
Qleicbnng mit Oleicbung 5) erhält man sofort 






Hiemit ist nun der mittlere Fehler der Gewichtseinheit be- 
stimmt; die Gleichung ft, = . gibt dann den mittleren Fehler 

y [p] 
des arithmetischen Mittels. 

Bedeuten r^ und r,c die wahrscheinlichen Fehler der Gewichts- 
einbeit und des aritfametisoben Mittels, so ist: 

j-o = 0-67449 fio, r, = 0-67449 ;ir 

Zufolge Äo = — v^ ^°*^ Gleichung 8) ergibt sich für das Maß 
der Präzision der Gewichtseinheit; 

10. Bestimmung äer wahrsohelnlichen Grenzen der Unsicher- 
heit der mitUeren und der wahrscheinlichen Fehler. 

Die in diesem Abschnitte angegebene Bestimmung der Größen 

H, r, #, Hq, (it, , h^), h, hx aus den scheinbaren Fehlem der 

Beobachtungen ist selbstverständlich nicht als absolut genau zu be- 
trachten, sondern gibt nur die wahrscheinlichsten Werte derselben; es 
soll nun der Grad der Genauigkeit dieser Bestimmung untersucht 

werden. Bedeuten wieder — «i, — t, , — *, die wahren Beobach- 

tungsfebler, n an der Zahl, so ist für irgend einen Wert von k„ die 
Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens dieser Fehler 
^^^^ (f7t)'Vfp,pt p, ^-V[p'0 

n^ 

denn die Wahrscheinlichkeiten für die Fehler — «,, — b, , — f, 

sind, wenn wieder ds als konstanter Spielraum für dieselben enge- 
nommen wird: 

Kolik, AntfllflieliaBg Ton B»t>aohtuii0ai. S 
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^iZ,-W,.,.,'d,,iLQL,-Vft.,'d, 4L^e-Vj...>d,. 

In. y ■st y Ä 

Logarithmiert man die Oleichang 1) nach der Basis e, bo findet 
man 

2) l W =l{dsT ^XY pyfi j)„ — ^(Ä»^) + niÄo — V[ps*]- 

Für einen anderen Wert von A^, etwa h.^ -f- %, wird diese Wahr- 
scheinlichkeit : 

Es ist aber 

;(*.+6)=4*.(i^^)] = ". + <i + |) = 
= i*,+|.__J|l+'|l_ •) 

^ ^ A(, 2 Ao' 3 ^ 
folglich, wenn man nach Potenzen von | ordnet: 

8) ZTT, =;(d£)-+ifj),p, i^;;— u» +ttiAo— vip«*i + 

Durch Subtraktion der Gleichung 2} von 3) erhält man : 

Diese Oleichnng liefert zunächst wieder den schon bereits im 
vorigen Punkte [Gleichung 3)] erhaltenen wahrscheinlichsten Wert 
von Ao, indem für diesen Wert W" ein Maximum, also IW^ — IW 
für jeden Wert von | negativ werden muß, was nur möglich ist, 
wenn der Koeffizient der ersten Potenz von | in 4) verschwindet, 
d. h. wenn n — %}i^ [p**] =0 ist, übereinstimmend mit Gleichung 3) 
des vorigen Punktes. Durch Substitution dieses wahrscheinlichsten 
Wertes von \ verwandelt sich die Gleichung 4) mit Vernachlässi- 
gung der höheren Potenzen von t- in: 

') Die logaritlmüMhe Bdhe lautet: 

;(1-1-:p) = Y — y + Y — ' gJItig für — I<*^ + 1. 
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Es verhält ßich also die Wahrscheinlichkeit W. daß kn ^^ -/=t , ; 

der wahre Wert sei (den Fehler = habe), zur Wahrachainlichkeit 
M'j, daß ^-|-| der wahre Wert (also k„ um g fehlerhaft) sei, wie 

I : e '° . Es ist also nach Funkt 8 des II. Abschnittes -;— das Maß 
der Präzision der Bestimmung von k^, folglich vermSge der Glei- 
chungen 6) und T) des Punktes 5 des III. Abschnittes —^ der wahr- 

Yn 
scbflinliche Fehler derselben, oder es ist ebenso wahrscheinlich, daß 
der wahre Wert von kf, zwischen den Grenzen 

liege als außerhalb derselben, oder man kann 1 gegen 1 wetten, daß 
er innerhalb derselben liege. 

> sind die wahr- 

scheinliohen Grenzen desselben 



''H^^n) '-^ 



ist j-^ sehr klein, so erhält man hiefür durch Di' 



'(-Ä) 



Dasselbe gilt infolge des konstanten Verhältnisses zwischen dem 
mittleren und wahrscheinlichen Fehler auch für letzteren; man erhält 
also die wahrscheinlichen Grenzen der Unsicherheit der nach den 
Formeln 

_ 1 _ p 

bestimmten mittleren und wahrscheinlichen Fehler, wenn man 
letztere mit 

0'47694 

multipliziert, wobei n die Anzahl der Beobachtungen bedeutet. 
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Die Grenzen, innerhalb welcher die aus äen Beobachtungen 
hergeleiteten (i und r, sovie auch die daraus folgenden Fehler des 
arithmetischen Mittels zuverlässig sind, werden immer enger Je größer 
die Anzahl der Beobachtungen ist, und zwar kann man 1 gegen i 
wetten, daß die wahren Werte dieser vier Größen jedesmal zwischen 
den beiden Werten liegen, welche man erhält, wenn man diese 
Größen mit 

0-47694 

multipliziert. Um zu sicheren Resultaten zu gelangen, darf man 
Bonach mit Wiederholung der Beobachtungen nicht allzu sparsam sein. 
Man erkennt femer, daß eine unendliche Anzahl von Beobachtungen 
erforderlich wäre, um das arithmetische Mittel der Beobachtungen 
für die Wahrheit selbst halten zu dOrfen. 

Beispiel. Aus 30 gleich genauen Beobachtungen eines Winkels 
wurde als wahrscheinlichster Wert desselben gefunden x^49<>l'l7'763"; 
weiter wurde ermittelt: 
der mittlere Fehler einer Beobachtung 

der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung 

r = 0-6745 fi = 0-485", 
der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels 

^« = ^ =0-118", 

der wahrscheinliche Fehler des arithmetischen Mittels 
r, = 0-6745 ft, = 0-079". 
Man könnte somit, insoferne nur diese 80 Beobachtungen in 
Betracht kämen, und dieselben von jedem, konstanten Fehler frei 
wären, 1 gegen 1 wetten, daß der wahre Wert des Winkels zwischen 
ar-i-r, und x — r^, d.i. zwischen IS»!' 17-842" und 49" 1' 17-684", 
und daß der wahre Wert des wahrscheiulichen Fehlers innerhalb 
der Grenzen 



/ 0-47694 \ 

ts gilt für de 
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d. i. zwischen 0-072" und 0086" liege. Analoges gilt für den mitüeren 
Fehler u^. 



11. Verwendung von Beobaehtungsdifferenzen zur Genaufe- 
keitsbestimmung. 

D«r Oedaoke, zur Beurteilung der Genauigkeit einer Beob- 
achtUDgareihe statt der Abweichungen der einzelnen Beobachtungen 
vom arithmetischen Mittel ihre Abweichungen untereinander, mit 
anderen Worten, statt der scheinbaren Verbesserungen die Beob- 
achtungsdifferenzen zu verwenden, ist von Jordan bereits im 
Jahre 1869 ausgegangen, sodann von Andrae und Helmert weiter 
ans gebildet worden. 

Sind i„ li, , In die Resultate von n gleich genauen 

Beobachtungen, «i, *», , e„ die wahren, Ai, Ai, , In die schein- 
baren Verbesserungen, so daß lt-\-ti den wahren Wert der Unbe- 
kannten, h-^li das BUB den Beobachtungen abgeleitete arithmetische 
Mittel bedeutet, so ist: 

/<+£, = /* + £., li + fH==h-\'h, 

folglich 

li — 4^= Et — «j = ^ — Aj. 

Jede Beobaohtungsdifferenz ist hiernach gleich dem Unterschiede 
der wahren oder scheinbaren Verbesserungen der zur Differenz- 
bildung herangezogenen Beobachtungen. 

Befolgen die Einzelfehler das Gesetz ^^^-<^~^'''i so unterliegen, 

wie sich nachweisen läßt, die Differenzen, welche allgemein durch J 
bezeichnet werden mögen, dem Gesetze: 

Die Reihe der Beobachtnngsditferenzen verhält sich also wie 
eine Reihe von Beobaohtungsfehlern mit dem Präzisionsmaß r^^- 

Hiemach ist der Hittelwert von \J\ (wegen *^— j^^) gleich 
\ A Vre/ 

—j-F-, also auch gleich 8-K2, und der Mittelwert von ^' (wegen 

11= —TT— J gleich p, mithin auch gleich 2,u*. Stehen also « (unab- 
hängige) Beobaohtungsdifferenzen ^i, ^,, , ^, zur Verfügung, 
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so kann man, da diese Differenzen den Charakter wahrer Fehler 
und nicht bloß scheinbarer Fehler habeo, je größer a, um bo sicherer 
setzen : 

woraus sich für # und (i die BestimmungeQ ergeben: 

«Vz 

Aus n Beobachtungen l„ I3, , l^ lassen sich «=— i— — ; 

Terschiedene Paare und eben so viele Differenzen bilden. Denkt 
man sich beispielsweise die Beobachtungen nach steigender GrÖ&e 
geordnet, so ergeben sich die folgenden durchwegs positiven 
Differenzen : 



[ l„~l„ h-k. k-h, 1,-1.-1. 

Diese sind aber nicht unabhängig voneinander; vielmehr lassen 
sich aus n Beobachtungen nur n — 1 unabhängige Differenzen ab- 
leiten; trotzdem gelten, wie Andrae und Helmert nachgewiesen 
haben, bei Verwendung aller Differenzen die Formeln: 

4) » = MI^, 

' " »(11-1) 



mn — l) 



Die Richtigkeit der Formel 5) Iiat Andrae wie folgt bewiesea: 
MaD kann nämlich an die Stelle des Schema 3) das folgende setzen: 
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und findet nan durch SummieruDg der Quadrate mit der Beaebtuog, 
daß jedea einzelne s' sieh (n — l)-m8l vorfindet, 

[^^]=(n—l)[iEl— 2 [£,£*], i<k; 
es ist aber ideatisch 

daher 

anderseits ist aber im Punkte 2 [Gleichung 14)} dieses Abschnittes 
die Relation 

n[AA] =«[(*]-[«]» 

gefunden worden, folglich ist 

Die Anzahl der Differenzen ^J ist ^ ■ ; das mittlere Quadrat 
ß* von ^ beträgt also: 

n (h — 1) n(n — 1) n — 1 



f »(»-1) ( «-1 ■ 

= ji, hat man D^iiYi nod 



¥2 Jl n(n — 1) 
Die beiden Formeln 



J )i(« — 1) '^ I n— 1 

haben sonach völlig gleichen Inhalt; welcher von beiden man ans 
praktischen Gründen den Vorzug zu geben hat, kann keinen Augen- 
blick zweifelhaft sein, wenn man die Anzahl n der l einerseits und 

die Anzahl •-^— der J anderseits ins Auge faßt. 

Für die Formel 4) hat Helmert einen strengen Beweis ge- 
liefert, nachdem dieselbe vorher schon von Andrae, jedoch nicht in 
allgemeiner Gültigkeit, abgeleitet worden war. 
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Auf Grand des Schema 6) ist der Mittelwert von [\J\] gleich 
dem Mittelwerte von [\si — etj], i-<k, und^da jede der Differenzen 
\si — ti\ denselben Mittelwert, nämlich d'Vz hat, so ist: 

[U\]= ^^"~ --&Yi, daraus »='^'—4. übereinstimmend mit 4). 

Beispiel. Doppelmessungen. Zur Übung soll noch ein be- 
sonderer Fall zweier Beobaohtnngen , die aogenannte Doppel- 
messung, näher betrachtet werden. Als Beispiele solcher Doppel- 
messungen seien angeführt: Die Messung der Länge einer Strecke 
in zwei entgegengesetzten Richtungen und die Bestimmung des 
Höhenunterschiedes zweier Punkte durch zwei Nivellierungen, eine 
Hin- und eine Rückmessuug. 

Sind ^1 und /, die Ergebnisse einer solchen Doppelmessung 
mit der Differenz li — l, = J, so hat man für das arithmetische 

Mittel (den wahrscheinlichsten Wert) x = ' ~^ und für die schein- 
baren Fehler A, = — l^ -\- x^ — —, A, = — l^J^x=-\---- Es ist also 
der mittlere Fehler einer Messung: 

ferner der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels: 



Aus (f = -^= folgt: ^ =(iYz, d. h. die zu erwartende Differenz 

einer Doppelmessung ist gleich dem K2- fachen mittleren Fehler 
einer Messung. 

Angenommen, es liegen nun mehrere solche Wiederholungs- 
messungen vor. Man habe z. B. verschiedene Längenstrecken, jede 
hin und her, oder verschiedene NivelUerangsstrecken, jede für sich 
hin und her, gemessen, und in jedem dieser Fälle eine Differenz ^ 
erhalten. Der Einfachheit halber sei angenommen, daß die Diffe- 
renzen ^ Messungen angehören, welchen gleiche Gewichte zukommen. 
Man kann alsdann aus einer Anzahl s solcher Differenzen eine 
mittlere Differenz berechnen nach der Formel: 
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Da die Differenzen J den Charakter wahrer und nicht bloß 
den der scheinbaren Verbesserungen haben, so ist der Nenner g 
streng richtig und nicht etwa durch < — 1 zu ersetzen. 

Aus T), 8) und 9) folgt nun, indem man die mittlere Differenz I> 
an Stelle der einzelnen Differenz ^ in 7) und 8) einführt: 

mittlerer Fehler einer Messung f* = l ^ — - > 
mittlerer Fehler einer Doppelmessang it^= — y '-■ 
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V. Absclinitt. 

Vennittelnde Beobachtungen. 

1. Stellung der Aufgabe. Vorteilhafteste Kombination der 
.Beobachtungen nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate. 

Eine der unmittelbaren Beobachtung zugängliche Größe V stehe 

mit den Unbekannten A'', Y, Z, , deren Anzahl u sei, in der 

Beziehung 

V = aX+bY + cZ+ 

Zu jeder Beobachtung ^ von V gehöre ein System von Werten 

»/, i(, Ci, 

der Koeffizienten, welche entweder a priori bekannt sind oder durch 
Beobachtung festgestellt wurden und in diesem Falle als frei von 
Fehlern anzusehen sind. Ist *( die wahre Verbesserung von 4, so gibt 
diese Beobachtung Anlaß zu der Gleichung: 

1) f, = ^Z,_[_a,X-l-fciF+c,Z-j- _ 

Werden n voneinander unabhängige Beobachtungen angestellt, 
so ergibt sich ein System von n Gleichungen der Form 1). 

Wäre n=:u und setzte man die unbekannten Verbesseningen e/ 
sämtlich gleich Null, so ergäbe sich ein zur Bestimmung der Werte 
der Unbekannten gerade ausreichendes System. Diese Werte wären 
aber nicht die wahren, denn die Beobachtungen sind mit unvermeid- 
lichen Fehlem behaftet; auch gäbe es kein Mittel, die Genauigkeit 
der gefundenen Werte zu beurteilen. 

Ist jedoch n>u, dann eröffnet sich die Möglichkeit einer mehr- 
fachen Bestimmung von Werten der Unbekannten: man braucht 
nur auf alle möglichen Arten u Gleichungen auszuwählen, überall 
d^O zu setzen und nach den Unbekannten aufzulösen. In der 
Nichtübereinstimmung der verschiedenen Lösungen äußert sich 
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der Widersprach, der von dev' Fehlerhaftigkeit der BeobaclitUDgs- 
resultate ^i, Ui > h herrührt. 

Ks entsteht daher die Aufgabe, das ganze System vod Glei- 
chungeB, welches überschüssige oder überzählige Beobactatungeo 
enthält, derart zu kombinieren, daß sich eine einzige Lösung für die 
Unbekannten ergibt and gleichzeitig gewissen Anforderungen be- 
züglich der Beschaffenheit dieser Lösung genügt wird. 

Bezeichnet man das vorteilhafteste Wertsystem der Unbekannten 

mit X, y, z, , 30 führt dasselbe zu analogen Gleichungen wie 

das System der wahren Werte, nämlich zu den sogenannten Fehler- 
gleichungen: 

2) ki= — li + aix — biy-\-CiZ-r , i= 1, 2, , n, 

in welchen die linken Seiten nicht die wahren, sondern die schein- 
baren Verbesserungen der Beobachtungen vorstellen. Das System 2) 
muB widerspruchsfrei in dem Sinne sein, daß aus irgend 
u ausgewählten Gleichungen sich dieselben Werte für x, y, 

z ergehen wie aus irgend einer anderen Auswahl von 

u Gleichungen. 

Die folgenden Ausführungen beschränken sich auf drei Unbe- 
kannte, weil die Verallgemeinerung der Resultate auf u Unbekannte 
keine Schwierigkeit darbietet. Bevor in der Untersuchung weiter 
^'cgangen wird, soll zunächst das bisher Gesagte auf den speziellen 
Fall von drei Unbekannten übertragen werden. 

Die Beobachtungen, von welchen zunächst nur drei voraus- 
gesetzt werden mögen, hätten ergeben; 

'ii "ii ^i> '^ii 1. (zu jedem Beobachtungs werte l 

If, Oi, bt, Cg, \ gehört ein anderes System der 

ht (fii h, ^i> \ bekannten Koeffizienten a, b, c;) 

würde man bei diesen drei Beobachtungen bleiben, so hätte man 

zur Bestimmung der Unbekannten die drei Gleichungen 

U = (hX+bi Y+CtZ, 
l, = a^X-\-b3y+c,Z. 
Diese Gleichungen wären jedoch nur dann legitim (rechtmäßig), 
wenn die< l fehlerfrei wären. Da man nun sicher weiß, daß sie es 
nicht sind, so können die hieraus sich ergebenden Werte von X Y, Z 
nicht als die wahren Werte der zu suchenden Unbekannten ange- 
sehen werden. 

In Wirklichkeit wird man sich also nicht mit nur soviel Beob- 
achtungen zufrieden stellen, als Unbekannte vorhanden sind, man 
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wird Tielmefar noch weitere (überschnssige oder überzählige) Beob- 
achtungen machen und zwar: 

If, a«, 64, if, 

4. «5. ^S. Cs, 



^, «-, b„ c„; 

SB wird also stets n>», hier )i>3, voransgesetzt Mit diesen 
weiteren Beobachtungen könnten ebenfaUs Gleichungen von der 
Form 3) aufgestellt werden. Die Unznlässigkeit eines solchen gleich- 
zeitig bestehenden Systems von Gleichungen ist aber leicht ein- 
zusehen: Wenn man nämlich die aus den drei Gleichungen 3) be- 
rechneten Werte von X, Y, Z iQ die späteren Gleichungen einsetzt, 
so werden diese niemals befriedigt Wählt man aus den n Glei- 
chungen irgend drei Gleichungen aus, so wird sich dasselbe ereignen; 
nämlich die aus den • drei ausgewählten Gleichungen bestimmten 
Werte von .Y, Y, Z werden nur diese drei Gleichungen befriedigen 
und die anderen n — 3 Gleichungen hingegen nicht. 

Man muß also auf die Fehler, welche Iden Beobachtungsgrößen l 
anhaften, Rücksicht nehmen, indem man folgendes Gleicbungssystem 
aufstellt:' 

I ;, + I, = a, X + 6, J' -r- c, Z, 
lt+£i=(hX+b^Y+CtZ, 



4) 



f„_£„ = a„A'-:-i.y+c,2. 



In diesem Gleicbungssystem treten die Unbekannten .Y, Y, Z 
und die für immer unbekannt bleibenden Verbesserungen s auf. 
Wegen dieser Verbesserungen s ist das System der Gleichungen 4) 
zu einer weiteren Rechnung ganz unverwendbar; es ist daher ganz 
unmöglich, die wahren Werte .V, Y, Z zu bestimmen. Es maß somit 
das Problem anders und zwar wie folgt formuliert werden: Nach- 
dem man die wahren Werte A~, Y, Z nicht bestimmen kann, begnügt 
man sich mit der Bestimmung anderer Werte, welche |, tj, £ heißen 
mögen und gewissen, gleich anzuführenden Anforderungen genügen 
müssen. Für irgend ein angenommenes Wertsystem von |, ij, £ erhält 

man ein bestimmtes Wertsystem von Fehlern — d,, — dg, , — d„ 

welches dem folgenden Gleichungssystem Genüge leistet: 
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«*i = — ^i+flil + ^iij + CiE. 
dg = — Z, — aj I -f- 6j 1) -f c, £, 



Man schenkt nun jenem Wertsystem von g, rj, £ das gröQte 
Vertrauen, für welohes die Summe der Fehlerquadrate 

6) ^1* "h Jj* -r + *"* 6ii Minimum 

wird. Dieses System von i, i], g wird dann, wenu das Qaußsche 
Fehlergesetz als geltend angenommen wird, zugleich das wahr« 
Bcheinlichste sein, weil die Wahrscheinlichkeit für das Zusammen- 
treffen dieser n Fehler ein Maximum wird. Zur Bestimmung der 
vorteilhaftesten Werte von |, r), g hat man also die Methode der 
kleinsten Quadrate anzuwenden. 

Die vorteilhaftesten (wahrscheinlichsten oder plausiblen) Werte ' 
der Unbekannten seien nachstehend stets mit x, y, *, die wahren Werte 
der Unbekannten mit X, I', Z, endlich ein beliebiges Wertsystem' 
der Unbekannten mit |, ij, g bezeichnet. 

2. Bildung der Nonnalgleichungen. 

Die Bedingung 6) kann mit Rücksicht auf 5) geschrieben 
werden : 

+ (— 'i. + <»« I + '*■.») + Cn 5)* ein Minimum 

Die Bedingungsgleiohungen hiefür erhält man, wenn die ersten 

Differentialquotienten dieses Ausdruckes nach g, ]j und £ gleich Null 

gesetzt werden^ biedurch ergibt sich, wenn in denselben gleichzeitig 

X, y, z statt %, I), % geschrieben wird:*) 

(— Z, + a, x + fc, jf + Ci z) a, +(—/( + o, x- + 6, )/ -p c, z) o, + 
-!- -\-y-~h-\-'KX-rKy-\-(^i)a^^% 

+ + (— ', + a,^ + ^y-|-c,^6,= 0, 

(— /, + a, a: -L fi, y + C, B) c, 4- (— /, + oj a- + ft, y + c, z) Cs + 

r- + ^- ^, + «» a: + fc«y + c„ a) c„ = 0, 

*) Wegen eiDfaoberer Bsrufung ant die bätretfeaden Oleiobuogeii erfolgt in 
den ersten ^rel Punkten dieses Abaofaniltea die Humerierang der Gleichungen 
'dnroblanlend. 



') 
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oder kürzer geschrieben, indem man nach den Unbekaantea ordnet: 
( [aa]x-\-[ah]y-\-[ac]z^[al], 
S) [ab].v+lbb]!, + lbc]z = lbl], 

[ [ac\x + [b<:]y+[cc\z^lcl]. 

Die Zahl der Gleichungen Btimmt mit der Zahl der zu 
bestimmendeo Unbekannten überein. Durch das Gleichungs- 
Bystem 8) sind die vorteilhaftesten Werte der Unbekannten eindeutig 
bestimmt, sofern die Determinante der Koeffizienten der Unbe- 
kannten nicht verschwindet. Man nennt die Gleichungen 8) das 
System der Normalgleichungen des Problems. 

Die Fehler — d in 5) entstehen, wenn man für die Unbekannten 
ein beliebiges Wertsystem |, rj, £ supponiert; nimmt man jedoch für 
die Unbekannten die vorteilhaftesten Werte .r, y, z an, so erhält 
man das System der scheinbaren oder plausiblen Fehler der Beob- 
achtungen l, nämlich: 

Ai = — /, +a, a:-)-6i|/ + CiZ, 



An = ^ + «K X + ^« y -r "n ^■ 

Ersetzt man demgemäß in 7) die Klammerausdrücke durch li, 

, l«, so resultiert: 

[aAl = 0, 

[i;.|=o, 

[cA]=0. 

Diese Gleichungen stellen die Bedingungen dar, unter welchen 
die Summe [11] in Bezug auf x, y, z ein Minimum wird; denn es ist 

Die Systeme der Gleichungen T), S) und S) sind also unter- 
einander gleich. 

Die Anzahl der Normalgleichungen beträgt drei und es kommen 
unter jedem Summenzeichen [ ] die bezüglichen Werte aus sämt- 
lichen n Beobachtungen vor, ao daß die erforderliche Anzahl 
von Gleichungen zur Berechnung der Unbekannten aufgestellt 
ist und zugleich alle Beobachtungen berücksichtigt erBoheinen. 

Die Normalgleichungen könnten nach einer der bekannten Auf- 
lösungsmethoden für lineare Gleichungen aufgelöst werden, womit 
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man zur Kenntnis der Werte x, y, z gelangt; setzt man sodann 
diese Werte in die Fehlergleichungen ein, so ergeben sich auch 
die X. Hiemit ist jedoch die Aufgabe keineswegs als gelöst zu be- 
trachten, denn eine vollständige Lösung muß auch die Genauigkeits- 
bestimmung der Unbekannten enthalten. 



3. Genauigkeitsbestimmung. 
a) Aufstellung der Gewtchtsgleichungen. 

Zur Beurteilung der Güte der berechneten Werte der Unbo- 
kannten ist die Bestimmung der mittleren Fehler und der 
Gewichte der Unbekannten erforderlich. 

Um diese Aufgabe zu lösen, muQ man auf das System der 
Normalgleichungen ein besonderes Auflösungsverfahren anwenden. 

Zu diesem Zwecke multipliziert man, wenn zunächst die Un- 
bekannte X bestimmt werden soll, die Normalgleichungen der Reihe 
nach mit den vorläufig noch unbestimmten Multiplikatoren Qu, Q,g, 
Q,B und addiert dieselben dann; hiebet bekommen die Unbekannten 
^> y, " gewisse Koeffizienten. Man kann nun die drei Multiplikatoren 
drei solchen Bedingungen unterwerfen, daß die neue Gleichung in 
einer für die Aullösung zweckmäßigen Form erscheint Dies wird 
im vorliegenden Falle erreicht, wenn man 

den Koeffizienten von x gleich 1, 

„ „ , e „ setzt; hiedurch erhält man: 

( [a a] Q,i -I- [a b\ Q,, + [a c] Q,a = 1 (Koeffizient von .r), 

10) j [ab] Q„ -I- [bb] Q„ -j- [bc] Q,s =0 (Koeffizient von y), 
I U *•] Qu + [* c] Qia -f [c cl Qu = (Koeffizient von z), 

somit 

11) x=[al]Q,, + [bl]Q,,-\-[cl]Q,i. 

Ein analoges Verfahren kenn man anwenden, um die Unbe- 
kannten y und z zu finden. Für die Unbekannte y wendet mau die 
Multiplikatoren Q», Q}j, Q» an und erhält: 

I[a a] Qn + [a b] Q,, + [a c] Q„ = (Koeffizient von x\ 
[a 6] Q„ + [b b] Q„ + [6 c] Q„ = 1 (Koeffizient von y\ 
[a c] Qti -\- [b c] Q^t -\- [c c] C^, = (Koeffizient von z), 

13) (/-[«/) Q^i-f[M] Q„+[cIlQ,3. 
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Zur Bestimmung der Unbekannten e wendet man die Multi- 
plikatoren Qai, Qm, Qss an und erhält 






- (Koeffizient von x), 
■- (Koeffizient von y), 
■■ 1 (Koeffizient von z), 



tö) 



-[al]Q,^ + mCU,-^[cl]Q,,. 



Durch diese Operation wurden 8*:= 9 Koeffizienten Qu ein- 
geführt, welche durch Auflösung der drei Qleichungssysteme lO), 
12), li) ermittelt werden können; nach Einsetzen der berechneten 
Werte in 11), 13), 15) lerhält] man x, y, z als lineare Funktion von 
li,li, ,^ dargestellt. 

Die Gleichungen lO), 12) und 14) heißen Gewiohtsgleichun- 
gen, weil sie, wie später gezeigt werden wird, zur Gewichts- 
bestimmung der unbekannten geeignet sind. 

Werden die Summen in 11), 13) und 15) entwickelt und nach 
l,, li, , In geordnet, so folgt mittels der abkürzenden Bezeich- 
nungen «,, a„ , ß,; ßi, ßi, , ß„; y^, y,, y„: 



16) 



= «I 'i -r «I ^ + -r «- '« 

^oiQu + ÄiQu + ci^i», 






|3-= «,«.,+&- «» + «=-0.8; 
y» = Ol Qsi -|- 6i Q,, + C Qjs, 



n = a,g„+6,Q„ + c, 
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b) Mittlere Fehler der Ucbekannten. 

Wenn eine Größe als lineare Funktion von direkt beobachteten 
Größen dargestellt ist, so kann man bekanntlich (Punkt 6 dc^^ 
IV. Abschnittes) ihren mittleren Fehler bestimmen, weun man die 
mittleren Fehler der beobachteten Größen kennt. 

Setzt man die Beobachtungen li. 1^, , ^ als gleich genau 

voraus und sei ^ der mittlere Fehler einer Beobachtung, so ergibt 
sich fQr den mittleren Fehler fix der Unbekannten x der Ausdruck^ 

^ = /«i* ft* 4- «^ V* + -\- tt^* n' = (i Y [aa\; 

ebenso findet man: 

Man hat also das Gleicbungssystem : 



19) I (^,=^^Ym 



VorlSutig acheint es, als ob man zur Bestimmung der mittleren 
Fehler der Unbekannten die einzelnen cn, ßiundyt nach den Gleichungen 
16), 17) und 18) rechnen müßte, was eine sehr beschwerliche Arbeit 
wäre. Angenommen, die Zahl der Beobachtungen wäre n und die 
Zahl der Unbekannten u, so müßte man nu Größen rechnen. Dies 
ist aber nicht nötig; man kann beispielsweise [aa] bestimmen, ohne 
die einzelnen a« zu kennen. Um dies zu beweisen, multipliziere man 
die Gleichungen fflr «i, a^ , «„ der Reihe nach 

zuerst mit eci, tt^ , a^, 

dann mit o,, a^ , 'u, 

ferner mit 6i, ij, fc,, 

endlich mit Ci, <-,, , c„, 

und addiere sie jedesmal, so erhält man 
■ ■ [aa] = [aa] Q„ + [6«] Q,,+ [ca] Q,,. 

[aa] = [aa] Q., + [ab] Q,, + [ac] Q,„ 

lba]=[ab]Q,,-^[bb]Q,,-\-[bc]Q,„ 

[c«] = [ac] Qn+[bc] Q,.+ [cc]Q„. 

Vergleicht man die drei letzten Gleichungen dieser Gruppe mit 
den Gleichungen 10), so findet man: 

[ao;]=l, [ba]=0, [cal = 0; 
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mit diesen Werten geht die erste der vier Gleiotnutgen über in 
[aa] '^ Qu. Auf ähnliolie Weise findet man mit den Gleichungen 
für ß und y: 

[bß] = i, [aß] = [cß]=0; 

[cy] = l, Ioy] = [6y] = 0; 

biemit folgt fOr die Quadratsumme [ßß] = Q« und für [yy] = Qs,. 
Man liat also: 

f [««] = «... 
20) } [ßß] = Q,„ 

[ [ry] = ^3» 5 

mit diesen Ergebnissen resultieren\ für die mittleren FeUer der Ud- 
bekanateu die Formeln: 

( i^.=i^YQ^. 

Die OröBen C^u, Qui Qts werden aus den Gleichungssystemen 
10), 12), 14) bestimmt Wie fi, der mittlere Fehler einer Beobachtung, 
gefunden wird, soll später, unter d), gezeigt werden. 

Die Kenntnis von fi^, ^ ^, ist zur Beurteilung der Güte der 
Werte der Unbekannten von Wichtigkeit. 

e) Gewichte der Unbekannten. 
Wenn eine Beobachtung den mittleren Fehler fi« und das Ge- 
wicht eins hat, eine andere den mittleren Fehler ft' und das Gewicht p' 
besitzt, so besteht bekanntlich (olgende Beziehung: 



Im vorliegenden Falle liegen die gleich genauen Beobachtungen 

li, It, , Za, jede mit dem mittleren Fehler (t, vor. Schreibt man 

jeder dieser Beobachtungen das Gewicht eins zu, so ergibt sioh für 
das Gewicht p^ der Bestimmung der Unbekannten x, welcher der 
mittlere Fehler (ix zukommt, der Wert 

Setzt man bierin für p^ den Wert aus 21) ein, so folgt: 
u» l 

y. 



(>■ Qu öii 
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Auf ähnliche Art findet man: 



'«., 



Für die Gewichte der Unbelcannten resultieren also die Werte: 



22) 



p. 



p,: 



«u 



1 



Die KenntniB derselben iat für die Beurteilnng der GQte der 
fQr die Unbekannten ermittelten Werte ebenso von Wichtigkeit wie 
die Kenntnis der mittleren Fehler der unbekannten. 

Mach den Gleichungen 20) sind die Summen [aa], {ßß], [yy] 
gleichbedeutend mit den Größen Q,i, Qtti ^s; zu deren Bestimmung 
die Gleicbnngssysteme 10), 12), 14) dienen. Diese Gleichungssysteme 
werden deshalb als die Gewichtsgleiohungen bezeichnet, und 
zwar bilden 10) die Gewichtsgleichungen für die Unbekannte x, weil 
sie Qti enthalten; 12) die Gewicbtsgleichnngen für die Unbekannte ^, 
weil sie Qj, enthalten; endlich 14) die Gewichtsgleichungen für die 
Unbekannte z, weil sie Q^^ enthalten. 

Die Koeffizienten C^n, 0^, und 0,^ führen den Namen Ge- 
wichtskoeffizienten. 

Man bemerkt, daS die Gewiohtsgleichungen mit den Normal- 
gleichungen 8) übereinstimmend gebaut laind'und nur in den rechten 
Seiten sich von diesen und voneinander unterscheiden. 

Die Gleichungen 22) lassen ersehen, daß die Multiplikatoren Q 
mit quadratischen Indizes die reziproken Gewichte der Unbekannten 
sind, das Gewicht einer Beobachtung gleich eins gesetzt. 



d) Bestimmung des mittleren Fehlers einer Beobachtung 
aus den scheinbaren Fehlern. 

Sobald diese Aufgabe erledigt und auch die Gewichte der Un- 
bekannten berechnet sind, können nach den bisherigen Ausfuhrungen 
auch die mittleren Fehler der letzteren bestimmt werden. 

Zur Lösung der in der Überschrift bezeichneten Aufgabe sei 
das nachstehende Verfahren benützt. 
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Man hat n Beobachtungen li, Z,, , l„, welche als gleich 

genau vorausgesetzt irerden. Wüßte man die wahren Verbessernngen 
s,, et, , £., BD könnte man den mittleren Fehler reohnen aus 

n, . .=)r@. 

Da jedoch die wahren Verbesserungen stets unbekannt bleiben^iet 
H mittels dieser Formel nicht bestimmbar. Man wird daher auf 
bekannte Verbesserungen übergehen; das sind die scheinbaren Ver- 
besserungen /(. Es wird sich also darum bandeln, die Größe fi mit 
Hilfe der allein zugänglichen scheinbaren Verbesserungen l zu be- 
rechnen. 

Die wahren Verbesserungen geben Anlaß zu den Gleichungen 

■: 

die scheinbaren Fehler biogegen geben Anlaß zu den Gleichungen 
(sogenannten Feblergleichangen) 



25) 



= — Jf-\-afX-f-biy-^c^z. 



Man maß darauf hinarbeiten, die Größen [iA] und [es] in 
Beziehung zu bringen. . 

Um [).i.] zu erhalten, multipliziere man die Gleichungen 25) 

der Reihe nach mit i^, i^, , An und addiere sie dann; hiedurch 

erhält man: 

- [n]=-[lX] + [aX]x+[bk]y+[cl]z. 

oder mit -Rücksicht auf die Gleichungen 

9) [a X] =■«, [b l] =0, [c A] = 

26) '\ [AA]=— la]. 

Um [se] zu finden, mulUpliziere man die Gleichungen 24) der 

Reihe nach mit e,, fj, , £,/ und addiere sie dann; hiedurch 

ergibt sich: 

27) [f e] = - [/.] + [ai] X+ [bB] Y+ [CS] Z. 
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NuB multipliziere maa die Gleicbnugen 25) der IteUie nach -mit 
E,, fj, e„ und addiere sie dann; auf diese Weise findet maa: 

28) [Is] =-^ Ih] -f laB]x-\-{bE]y-\- lcs]z. 

Ferner multipliziere man die Gleichungen 24) der Reihe nach 
mit kl, X^, , In und addiere sie dann; hiedurch resultiert: 

|i.] — [iJ] + (all X+ [bi] y+ [cl] z, 
oder mit Rdokaicht auf die Qleichiiiigen 

9) [oil— 0, [6i]=0, [cl] = 

(l.] \U\. 

Wegen dieser Relation Itann man die Formel 26) aucti achreibei^^ 

[li] = [J.] 
und hiemit erhält man aus 28) 

29) Ul]=-[!.]+[»s]x+[t.l »+[«]». 

Für die Summe der Quadrate der waliren Fetiler, vermindert 
am die Summe der Quadrate der sclieinbaren Fehler, erhält man 
schließlich aus den Oleichungen 27) und 29); 

80) [(6]-[U] = [oal(Jr-») + [S.](y-!,) + [c()(Z-j); 

hierin ist 

1 = «, !, + ^!, + +a.i. = [«q, 

i/ = A!,+fti.4 + ^.!. = [^!], 

» = »■.!.+»■.'.+ + )<. !.-[)■«; 

X= <.,(;, + !,) + «,% + .,) + + ».A + ..)-[«!i + («.] 

r=ftft + .i)+/i,A + t,) + +^.(i.+!.)-tfil+tf.l, 

z= )',('. + •.) + ?. ('. + <.) + +r.(l.+..) = [)'i] + [rs]. 

Die Gleichung für X ergibt sich wie folgt: multipliziert man 

die Gleichungen 24) der Reihe nach mit «i, «i, , o, und addiert 

dieselben dann, so erhält man mit Rücksicht auf die bereits be- 
kannten BedingungBgleichungen [n a\ = 1, [6 a] ^0, [c a] = die 
Beziehung [ff e] = — [aq-|- X, oder X=\tt\\-\-\_aB\ Analog fmdet 
man die Gleichungen für Tund Z. Aus den für X, Y, Z; x, y, z auf- 
gestellten Gleichungen folgt nun durch Subtraktion: 
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dfther bat man: 

[Bt]-[XX-\ = [aa][aB] + [bt]\ßB]-rice][Yt\. 
Nach Annösnng der Summea im rechten Teile ist: 

+ fi' («t o» + 6i j5i, + c, ys) + 



+ Si Ba (fli a« + aj «1 + ^1 ft -f- ^ ^i + Ci y« + c» ^i) -f- 

+ *i «s («1 «» + o» «1 4- *i A + ^a (5i + Ci yg + cj y,) -p 

+ T 

+ e,_, e. (a«_i «, + o« «„_, + 6^, jj, + i. ^._, + c^, y» — 

Man ersetze nua auf der rechten Seite jedes Glied dnroh seinen 
Mittelwert und betrachte den so erhaltenen Wert des rechtsseitigen 
Ausdruckes als gleichwertig mit [ee] — [XI]. Dabei i^t zu beachten, 
daß der Mittelwert eines jeden £(' gleich ist ft^, und der Mittelwert 
eines jeden e« e« gleich Null, weil vorausgesetzt wurde, daß die Fehler 
um die Null symmetrisch angeordnet oder frei von einem kon- 
stanten Anteil sind. Demnach ergibt dieser Vorgang den Ansatz: 

[e e] - [UJ = ^^ (a, a, 4- 6. ^. + c, y,) + ' 
+ f*' ("s a,-\-l>ißt-\-c, yt) -i- 

+ + 

+ fi* {a^ a« + 6» ^- + c, yn = 
= l.^{laa] + [bß] + \cy]}, 
und da 

[aal = l, [bß\=l, [cy] = l ist. 
leB]-[XX]=3(.\ 
Setzt man im linken Teil [e c] = n fi*, so erhSIt man schließlich 

und daraus 

Diese Formel kam unter der Voraussetzung zustande, daß drei 
Unbekannte zu bestimmen seien; allgemein ist demnach für u Unbe- 
kannte: 

kX] 



»-f.!^ 



Durch Multiplikation des mittleren Fehlers fi mit 0-67449 ergibt 
sich alsdann der wahrscheinliche Fehler. 
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Diese Formel ist nur eine NShernngaformel, welche aber uni 
so strenger sein muß, je größer n — u, die Änzalü übersohüssiger 
Beobachtangen, ist Man bemerke aaoh, daß n sioh gerade so be- 
rechnet, aU wJiren n — u wahre Fehler mit der Qaadratsumme [X).] 
gegeben. 

Ist die Anzahl der überachüssigen Beobachtungen gleich Null, 
so ist es nicht möglich, den mittleren Beobachtnngsfehler aus der 
Ausgleichung zu berechnen. Zur Berechnung der Unbekannten 
müssen sodann die l als Null angenommen werden und damit gibt 

die Formel für ft den Wert --, d. h. ii ist auf diesem Wege nieht 

bestimmbar. 

4. Beweis, daS jedes Qtb = Qhi ist 
Für die Hilfsgrößen Q wurden die Gleichimgssysteme gefunden: 

10) [ab]Q,,-i-[bb]Q,,+ \bc]Q,, = Q, 

{ [«*']«,. +f6c]Q» + [cc]e„ = 0; 

f [a«](3«+[a6](?„ + [«c]Q„ = 0, 

12) [ab]Q,,+[bb]Q„+[bc]Q,,:=l, 

I [ac]Qn-\-[bc]Q„-\-[cc]Q,,^Q; 

{ [o a] Qa, 4- r« 6] Q» + [» «] «m = 0, 

14) [ab]Q„-\-[bb]Q,^-\-[bc]Q,, = 0, 

I [ac]«?ii+[6c]Q„ + [cc]0„=l. 

Die Gesamtzahl aller Hilfsgrößen würde 3* = 9 (allgemein «*, 
wenn u die Zahl der Unbekannten bezeichnet) sein ; sie sind aber nicht 
sämtlich voneinander verschieden, sondern es ist ^eies Qi^^=Qki, 
also z. B. Qi2 = Qu- Bs genügt, wenn die Richtigkeit der letzten 
Beziehung erwiesen wird. Multipliziert man die Gleichungen 10) der 
Reihe nach mit Qu, Q„, Qa und addiert sodann, so entsteht: 
{[a a] Qn -u [a b] (?,, + [a c] Q,,) Q„ + 
+ (I«4] Qn + [* b] Q„ + [b c] Q,,) Q„ + 
+ ( [« f ] Qn + [i c] Qr, + [c c] (?,a) (?« = Q„ ; 
oder der linke Teil anders gruppiert: 

((. ,.] 0„ + [o h] Q„ + [<. c] Q„) Q„ + 

+ ([" i] 0« + [* *i o„ + [i «] e..) «„ f 
+ ([» -ii e.i + 1' c] e.. + [c »I «..)*.=«..; 
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hieraus folgt mit R&cksicht auf das Gleichungssystem 12): 

Es ist also: 

Q,> = Q«, Qis = Q», «« = <?«. 

5. Ausdrücke für die HilfsgrÖBen Q mit nicht quadratischen 
Indizes. 

Für die HilfsgrÖSeQ Q mit quadratischen Indizes wurde ge- 
funden: 

«.. = [,«<■], e.. = [?ffl, Q^ = lrrl 

Die HilfBgröQen Q mit motit quadratisolieQ Indizes stehen zu 
den Größen a, ß, y auch in einer einfachen Beziehung, welche nun 
entwickelt werden soll. Vorausgesetzt werden drei Unbekannte nnd 
vier Beobachtnngen. Es ist dann: 

( ■<,=«.«„ + »ie„+c,o,., 

I "•■=«.«■, + ».«,. + «!«,., 

ift =■ »1 «11 + »1 a. + 1. «... 
f, = <t,Q„ + b,Q„ + c,Q„. 
ß, = a,Q„ + b,Q„ + r,Q,^ 
A = <>.«.. + 4. e.. + c,0..i 

in-a.a.+f'.a. + t.«.., 
y« = «s <?8i + *t Qst + ci Om. 
)'.=«.o., + *.e,i + <■•«.„ 
,,=o,g„ + 4,e„+c,a,. 

Multipliziert man in 16*) jede Gleichung tGr eines der a mit 
demjenigen ß, welchem derselbe untere Index anhattet, so ergibt 
sich alsdaQn durch Addition: 

[«/!j=[ofla, + (6^]e„ + [o|!]o,„ 

weil aber [aß]^0, [bß] = l, [cß] = o, so ist: 
[«^1 = «,.. 
In derselben Weise findet man: 

[ay] = Qi», {ß7']=Qu 

und es ist unschwer zu erkennen, nach welchem Gesetze diese Re- 
lationen gebildet sind. 
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6. Beispiel. Stationsausgleichung. 

Von einem Standpunkte (Fig. 8) aus sind zur Festlegung der 
relativen Lage der fünf Punkte B, N, H, Ä und W (von Professor 
Sohwerd) folgende Winkel gemessen worden 

54 = /, = 19<i25'ö9-48" 
5>r=i, = 84»18'4S-6l" 
4 Tr= ^B = 1 4" 62' 44-83" 
/?ir=/4 = 160 84' 68-80" 
BH=l[, = \i'^AZ' ^b-m' 
NA = ^ = Igö 26' 24-66" 
BN=lt= Sösg'si.si" 
Nn=ii = \\°^i: 11-60". 



Die Figur soll nur die relative 
Lage der eiaselnen Riohtungs- 
strahlen zum Ausdruck bringen, 
ohne die Winkelwerte auch nur 
angenfihert wiederzugeben. 



Die Beobachtungswerte sind nicht widerspruchsfrei,, indem bei- 
spielsweise die Zahlenwerte für BA und ..ilF zusammen nicht genau 
den Z&hlenwert B W geben. Da zur relativen Bestimmung der fünf 
Richtungen OB, ON, Off, OA und OW vier Winkel ausreichen^ 
so sind 8 — 4^=4 überschüssige Messungen vorhanden/' und die 
, Aufgabe ist, solche Werte der acht Winkel zu bestimmen,, für welche 
die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum ist und welche daher 
die wahrscheinlichsten Werte der WinkelgröBen sind/ (Helmerts 
Ansgleiohsrechnung, Leipzig 1872, Seite 31.) 

Als Unbekannte werden die Winkel BN, BS, BA und BW 
gewählt; deren wahrscheinlichsten (plausiblen) Werte seien be- 
zeichnet beziehungsweise durch x, y, z und t; als deren Nfihemngs- 
werte sind die rohen Beobachtungswerte l^, t-,, li und 1% anzusehen. 
Alle gemessenen Winkel sind teils Beobachtungen von x, y, t, t 
selbst, teils von Summen und Differenzen derselben, also sogenannte 
Summenwinkel. 
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Die plausiblen Werte der acht Winkelgrößen weichen von 

^1, k, I h ^un Größen J-i, ^ , X^ ab; diese mäsBen den 

Beobachtnngaverten beigefügt werden, um die plausiblen Werte zu 
erbaltän. Für x, y, z und t bat man: 

Drückt man jetzt alle plausiblen Winkelwerte U + h, t = 1, 2, ....,fl, 
durch X, y, z, t aus, so erhfilt man folgende Fehlergleichungen : 



Jl = 


— 19» 


26' 


69-42" 






+ ' 




i.= 


— 34» 


18' 


48-61" 








+' 


i.= 


— 14» 


82' 


44-33" 






— z 


+ t 


J,= 


-16" 


34' 


68-80" 




—y 




+' 


h- 


— 18» 


43' 


46-60" 




+ v 






i> = 


— 12» 


26' 


24-66" 


— X 




+' 




/,= 


— 60 


69' 


84-51" 


+ x 








h,= 


— 11" 


44' 


11-60" 


— X 


+ y 




. 



Die Verbesserungen i^, X», /|, ^ sollen mit Rücksicht auf die 
Bezeichnungen der Werte der Unbekannten durch |, i;, ^ r bezeichnet 
werdenjl/sö daß man schreiben kann: 

'.= 60 69' 34-61" + S, 
/ = 18'>48'46-60"-i-i/, 
! = 19<» 26' 69-42" + ^ 
= 34<» 18' 48-61" -f-T. 

Durch Einführung Ton 2) iß i) nehmen die Fehlergleichungen 
die in der folgenden Tabelle ersichtliche Form an. 



J, — 





00" 






+ i 




?.=■ 





00" 








+ r 


i.- 


— 


14" 






-t 


■J-t 


>.= 


— 


79" 




— V 




+ t 


k= 





00" 




+v 






K = 


+ 


26" 


-fr 




+f 




i,= 





00" 


+ 6 








>,- 


— 


61" 


-i 


+1 







Aus diesen Fehlergleichungen, deren Zahl mit der Anzahl 
der Beobachtungen übereinstimmt, lassen sich die Normalgleichungen 
bilden, deren Auflösung die vorteilhaftesten Werte für die Ver- 
besserungen I, 1], & c liefert. 
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Die BildQDg der Normalgleichungea kommt auf die Be- 
rechnung des Summensystems 

[aa], [ab], [ac\, [ad], [al], 

[bb], [bc], [bd\, [bl], 

[cc], [cd], [cl], 

[dd], [dl] 

hinaas. Für die erwähnte Bildung wurde die Tabelle auf Seite 140 
entworfen/ Die erste Vertikalreihe (Kolonne) enthält die Xummer der 
Fehlergleichnng ; die folgenden 6 Kolonnen enthalten unter a, b, c, d, l 
die Koeffizienten der Fehlergleichnngen; die weiter folgenden 14 Ko- 
lonnen enthalten die Produkte aa, ab, ac, ad, al, bb, bc, bd, bl, 
cc, cd, cl, dd, dl, die aus den vorangehenden 5 Kolonnen der in 
derselben Zeile stehenden Zahlen erhalten werden. Die letzte Ko- 
lonne enthält die Produkte XX, welohe nach der später vorzunehmen- 
den Berechnung von A ausgefüllt wird. Die letzte Zeile enthält in der 
letzten Kolonne die Summe [i.?,]; die vorangehenden 14 Summen der 
letzten Zeile sind die Koeffizienten der Normalgleichnngen. 

Die NormalgleiohungeD selbst lauten also: 

(a) 8| — ») — g =_o-25, 

(b) —l -I-Sij — T = — 0-28, 

(c) —I +3£ — T=-0-40, 

(d) _ ^ _ g +3t=. 0-93; 

aus denselben erhält man ohne Mühe 

| = — 0129", 
1) = — 0-048", 
j=:_ 0-088", 
1=4-0-265". 

Eliminiert man nämlich aus (b) und (c) | und z mit Hilfe von 
(») und {d}, so resultiert 

= + 016 + 7ij — 2^ 

— -I- 0'ö2 — 2 1, + 7 & 
woraus sich ergibt 

g = — 0-088, ti = — 0-048 

und hiemit ist weiter 



|=_0-I29, T = + Ü-265. 

DigilizedbyGOOgIC 
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Mittels der gefundenen Werte von l, ij, t u°d r findet man 
naeh 2) die plausiblen Werte der Unbekannten mit: 
X= e^SB' 34-381", 
y = 18* 43' 45-552", 
z=19''25' 69-332", 
(t= 34" Ib' 43-876". 

Nnn berechnet man sich aus 3) die Größen X, das sind die 
plausiblen oder scheinbaren, Fehler, nnd findet: 
1, = — 0088", 
;i, = -(-0-266", 

ig :=-f 0-213", 
^ = — 0-477", 
is = — 0-048", 
1, = -L 0-301", 
i, = — 0129", 
A8 = — 0-429". 

Die aasgeglichenen Winkel oder die ausgeglichenen Beob- 
achtungswerte lauten alsdann: 

/, -f i, = 5 ,^ =z 19» 25' 69-332 ", 
i, + i» = BW= 34» ] 8' 43-876", 
?j + Xg=AW= 14» 52' 44 643", 
l^-\-i^= mV= 1 5» 34' 58-32 3", 
^5 -j- ig = Sif = 18» 48' 4&-562", 
I, + J,= AM^I2''26'24'951", 
ij-{-l, = BN= 6059'34 381", 
4 -|-A8 = iVa'=^ 11044' 11-171"; . 

diese widersprechen sich nicht mehr, indem beispielsweise die 
Zahlenwerte für BA und .i4 ir zusammen genau den Zahlenwert B W 
geben. 

Bei der Bildung der Normalgleiohungen kann man anch wie 
folgt vorgehen : 

a) Man multipliziere die rechte Seite jeder Fehlergleiohung 
mit dem Koeffizienten von |, addiere die Produkte und setze die 
Summe gleich Null: 

— 0-26+ I . —g . 
0-00+ I . . . 
+ 0-61+ i — t} . . 
= + 0-264-3| — .,— £ 
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> M&D viederhole dies in Bezng auf die Koeffizienten von n}-. 
+ 0-79 . -j- ,j . — T 
000 . + j) . 

-051 — I 4- n 



= + 0-28 - 


-t+tl . -r 


c) Ebenso für £: 




0-00 


■ . + t 


+ 0-U 


■ ■ + t — 


-(-0 26 - 


-i ■ + t 


= -f 0-40 - 


-i . -(-8S-r. 


dj Ebenao /ür r: 




0-00 


. . . + t 


— 014 


■ ■ ~t+ r 


— 0-79 


. -, . -t- t 



= — 0-93 . — j; — £ -1- 3 T. 

Die gefuDdenen vier GleiohungsQ etimmen mit den früher auf- 
gestellten Normalgleicbungen übereia. 

Da [Ail] = 0-6445, 80 erhält man für den mittleren Fehler 
einer Beobaohtung 



-n 



Man sollen die Gewichte p^, p„ p„ pt der Unbekannten 
^> Vi h ' gesucht werden; sie sind gegeben durch die Gleichungen 
1111 

^-'äi' '■''q:,' "-'v:.' "-w: 

Es handelt sich alao um die Bestimmung von Q,i, Qn, Q»a, Qu- 
Die Gleichungen zur Bestimmung dieser OröSen sind bekanntlich 
mit den Normalgleicbungen übereinstimmend gebaut und unter- 
scheiden sich von diesen nur in den rechten Teilen. 

Zur Bestimmung von Qu hat man das Gleichnngssystem 

(a) 3 (?., - (?„ - (2,8 = 1. 

(6) -<?,! +3(3., - Qu = 0, 

(c) -Qn +3Q,s - Q„ = 0, 

(d) - Q,, - (?.8 +3Q„=0. 
Hieraus folgt durch Addition aller vier Gleichungen 

(e) (3n+Q„ + (?i8 + Qi4=l- 
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Addiert man (e) zu (a) uod zu {d), so findet man: 
4(3„+ (?u = 2, 

Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen Qu, so resultiert 
1 3 Qii = 7, darans 

Ebenso leioM findet man 

Für die Gewichte der Unbekannten hat man somit: 
1 16 ] 15 1 15 

'''=ä;=T' ^'=ä;=T' ''■—QZ=T' 

1 15 

also ist 

15 

Endlich sollen die mittleren Fehler fix, fi^, ii„ (ti der Un- 
bekannten X, y, z, t ermittelt werden. Dieselben sind gegeben 
durch die Gleichungen 

fL,=i,YQr„ ^-pf^, (i. = itYQ^s, t*. = pYQZ, 

worin (t, Q^, Q„, Q„, Q^^ bereits bekannt sind- 
Es ist somit 



.=.f^. 




nl nun /»'' = 01811, so ist 




'-P^^'^-^"»™^ 


= 0-274" 


enao findet man ^^ = (i, = ni — 0-ZH" 


; sonach ist 


f*, = f«, = f*. = ^. = 0-274" 





7. Vermittelnde Beobachtungen ungleicher Genauigkeit 

Haben die Beobachtungen l ungleiche Genauigkeit, also auch 
^n Bezug But eine beliebige Gewichtseinheit verschiedene Gewichte p, 
nämlich 
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/, daa Gewicht pi, 

h . .Pf. 

SO kanD man sich denken, daä die Größeji 

hYK, 't'^v,. , t.y¥. 

beobacbtet worden sind, denen gleiches Gewicht, nfimlich das Ge- 
wicht eins zukommt (vergleiche mit Punkt 5 des IV. Abschnittes). 
Die Fehlergleiohungen 

IA, = — /, + o, a- 4- Ä, y -1- c, z, 
^ = _i, + o,a--[-6,y + c,z, 

können durch Multiplikation mit den Quadratwurzeln der respek- 
tiven jt so umgewandelt werden, daß sie den Beobachtungen vom 
Gewichte eins entsprechen: 



2) 



U, K;.. = — /„ Vp, + a, Kp, X -i- 6, V7- y + c- V>- «, 



(Reduktion der Feblergleichungen auf gleiches Gewicht) 

and nunmehr können alle Formeln angewendet werden, die für die 

Ausgleichung von Beobachtungen gleicher Genauigkeit gefunden 

worden sind, nur ist in denselben zu setzen 

anstatt Aj ij /^, 

. 4 !iV^, 

, a, «1 r Pi, 

Ä, 6, K^, ^-.^ 

Die Ausgleichimg gibt nun anstatt ,[iA] ein Minimum*' für die 
Summe 

{pXV^ ein Minimum. 

Die nun geltenden Normalgleichungen lauten: 

([p a a] X -f [p a 6] 1/ + [p o c] z = [y a i], 
fp6a]x+fp66]j,+[p6c]z=[p6a 
(pca]3; + [pcily-i-[pcc]z = (jocf]. 
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Die Oewloht8glelohung:en für x gestalten sieh wie tolgrt: 

1) .[j'Ao]«u+[j>Ä6]ei. + [i>ic]Q,j=0, 

\ [pca]Qu + I>cÄ]Qii + li'cc]Q,j=0; 
jene für y und z sind ähnlioh. 

Die bei Termittelnden Beobachtungen gleiotier|Oenanigkeit er- 
haltenen Gleichungen 9) (Punlit 2 dieses Abschnittes) 

aus denen die Normalgleichungen hervorgegangen sind, lauten f&r 
den vorliegenden Fall: 

5) [pai] = 0, [i>6A] = 0, [i)cA] = 

und stellen die Bedingungen dar, unter welchen die Summe [pXX\ 
in Bezug auf x, y, z ein Minimum wird. Daraus ergibt sich die 
Erweiterung des früher auf den Fall gleich genauer Beobachtungen 
formulierten Prinzips auf den Fall ungleich genauer Beobachtungen. 
Es sind nämlich dann jene Werte der Unbekannten die vor- 
teilhaftesten, für welche die Summe der mit den Gewichten 
multiplizierten Quadrate der (scheinbaren) Fehler am 
kleinsten wird. Für den mittleren Fehler der Gewichts- 
einheit ergibt sich aus den auf gleiches Gewicht (= l) reduzierten X. 
der Ausdruck 



6) 



I n — tt [ n — tt 



wenn u die Anzahl der Unbekannten ist; denn die Produkte xYp 
sind die plausiblen Fehler des Feblergleichungsaystems 2) und auf 
dieses ist die bereits abgeleitete Formel 






für Beobachtungen gleicher Genauigkeit anwendbar. 

Aus (t ergeben sich mittels der Gewichte der Unbekannten 
deren mittlere Fehler nach deu Formeln: 

y p. 

V p. 
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Man hat ferner,' wie sofort' bewidsen werden soll, fär den Duroh- 
sohnittsfehler einer Beobachtung vom Gewicht eins 

Kn(« — u) 

Da die Oenauigkeit dieser Formeln mit zunehmendem Nenner 
n — u wSchst, 30 wird man n möglichst groß nehmen, d.h. man 
wird in dem Falle, Wo die in die Ausgleichung eingeführten Beob- 
achtungswerte arithmetische Mittel von Beobachtungswerten sind, 
auf die letzteren zurückgehen. 

Um die Richtigkeit der Formel S) zu beweisen, muB man zu- 
nächst den Ausdruck für den Durchschnittsfehler bei Beob- 
achtungen gleicher Genauigkeit aufsuchen. Hiezu gelangt man 
wie lolgt (vergleiche mit Punkt 3 des IV. Abschnittes): 

In Bezug auf die berechneten Werte der Unbekannten, kann 
man aus den plausiblen Verbesserungen l. in ähnlicher Art wie aus 
den wahren Verbesserungen b einen Durchschnittswert ft'und einen 
Mittelwert u' bilden. Man erhält für den Durchschnittswert der i. 

' n 

und für den Mittelwert der l 

Setzt man nun voraus, daß das GaUßsche Gesetz näherungs- 
weise für die scheinbaren Verbesserungen l ebenso wie für die 
wahren Verbesserungen s Gültigkeit besitzt, so wird das Verliältnis 
([t':d' Däherungsweise denselben Wert haben, wie das Verhiltnis ft : #. 
Damit erhält man mit Rücksicht auf die Gleichungen '9) und lo), 
ferner mit Rücksicht auf die im Funkte S dieses Abschnittes ge- 
fundene Gleichung 

"Tu] 



fi 



^r den Durohsohnittsfehler 

m 



' n{n — u) 
Man hat also: 

U, ^= ■«'" ; 

V «(» — ») 

für n — w = Qbergeht dieser Wert für 9 ebenfalls in - 
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Setzt man In diaee Formel X Y -p atatt l, so «rliält man die 
Formel 8). 

8. Auflösung der Normalgleiehungen und der Gewiohts- 
gleiohungen naeh Gauß. 

Bei diesem Verfahren ist es nicht notwendig, den Fall ungleltdi 
genauer Beobachtungen von dem gleich genauer za onterecheiden, weil 
Normal- and Gewiobtsgleicbungen in beiden FSllen dieselbe Form 
haben. 

Wenn ea sieh aar nm wenige Unbekannte handelt, und die 
Eoeftizienten der Gleiohongen einfache Zahlen sind, dann wird man 
sieh eines der verBohiedenen Kombinationsverfabren der Algebra 
bedienen, nm möglichst rasch zom Ziele zu kommen. Sobald aber 
die Anzahl der Unbekannten einigermaßen erheblich ist nnd die 
Koeffizienten komplizierte Zahlen sind, empfiehlt sich jener syate- 
matieehe Vorgang, den GauB angegeben bat. 

Ans der ersten Gleichung des Systems 

( [a»)« + [.6l!, + [»c]. = [aq, 

1) [a61a; + [U]j, + [6c].= (6i], 

I [ac]x + [6c]j,+[cc]z=[oIl 
folgt 

Subtrahiert man diese Gleichung, naahdem man sie mit [a£], 
beziehungsweise [a c] multipliziert hat, von der zweiten nnd dritten, 
80 entstehen die Gleiohungen: 

die analog gebaut sind wie das System 1); denn die zur Hanpt- 
diagonale symmetrisch liegenden Koeffizienten der Unbekannten sind 
wieder gleich ond die der Hauptdiagonale selbst Qnadratsummen 
wie dort, daher positiv; so ist beispielsweise 

/ a, &8 - 0, 6, "N* /• a, ig — og 6, \« 

+1. KR ) ^\ Ki-j ; + 
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Feroer zeigen die Koeffizienten der Unbekansten und die absoluten 
Glieder einen einheitlichen Bau, der sich durch das Schema 

darstellen läät; führt man dafür daa von GauS eingeführte Symbol 

[ik.i] 



ein, wonach also 






is^ so schreibt sich jenes Gleichungspaar wie folgt: 

,, f [66.1]!/ + [6c.I]«=[M.l], 

." I [bc.l]y + löc.l]. = lcl.l]. 

Ans der ersten dieaer Gleichungen folgt: 

6> [bei] [bl.l] 

^' ^ + [bb.l]^-[bb.l] 

multipliziert man dies mit [A c . l] und subtrahiert ron der zweiten 
Gleichung, so entsteht 

{(".ll-|^[»e..]}-M..]-|^^;j[H..]. 

Der Koeffizient von 2 and die rechte Seite sind nach dem Schema 

gebildet; gebraucht man hiefür die Abkürzung 

[«.21, 

wonach also 



6) 



80 schreibt sich die obige Gleichung: 

7) [cc.2]z=^[cl.2]. 

Aus ihr folgt dann: 

[cc.Z] 



dbjGoogle 



— 119 



Die Gleiohungeii 2), 6), 8) sind geeignet; das System 1) der 
NormalgleictiuDgea zu ersetzen; ilire Vereinigong: 



y+ 



[66.1]' 



bildet das System der reduzierten Normalgleiflhungea. Das- 
selbe gestattet die Berechnuag der Unbekannten durch sukzessive 
Substitution von der letzten znr ersten. Hat man die darin auf- 
tretenden Brüche, welche in ihrer Reihenfolge korz mit 

ffli, «I, s„ 

Sa 

bezeiclmet werden mögen, berectinet, so lassen sioli mit Hilfe der* 
selben X, y, z explizite darstellen; «s ist nämlicli 



I s, a, S, 

x. = \ S, 1 i, 
I S, 1 

IS.«. I 
!' = |S, I 1 = 

I— a,. 



8,s. + (a,s.-Si)s„ 



-ff.s., 



Wendet man dasselbe EllminationsTertaliren, das hier auf die 
Mormalgleicbungen ausgeübt worden ist, auf die Oewiohtsglei- 
chungen von z, d. i. auf 

[»<.] a, + [« 6] g„ + (o c] 0„ = 0, 
[«c]0., + [6c]Q„+[cc]a, = l 

an, so ergeben sich in 9) links dieselben Koeffizienten, rechts 
dagegen andere Werte; es entsteht nämlich 11) aus 1), wenn man 
außer der Änderung der Bezeichnung für die Unbekannten 



[al] durch 0, [bl] durch 0, 
ersetzt; infolgedessen wird 



[cl] durch 1 
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[bl.l]=[H\—^f[a!\ gleich 0, 



lcl.l] = [cl\~i^Ual] gM^h 1. 



[c!.J]=[»i.l]-L^[JM] gleich 1, 




[66.1]' 
und das zu 11) geböiige reduzierte System lautet: 



12) 



Am bemerkenswertesten ist die dritte dieser Qleiohangea, da 
sie aussagt, daS bei dem eingescblagenen EUminationSTerfahren der 
Nenner des für die letzte Unbekannte ermittelten Wertes 
zngleioh ihr Gewicht angibt 

Auf diese Welse ist aber nur das Qewloht der letzten 
Unbekannten einfach gefunden. Um das der ersten zu erhalten, 
könnte man das System der Normalgleichungea derart umstellen, 
daß die Gleichungen und die Unbekannten in die umgekehrte 
Ordnung kommen; führt man bei dieser Anordnung dos Eliminations- 
verfahren wie früher durch, so gibt der Nenner von x zugleich 
dessen G«wioht Zur Bestimmung des Gewichtes von y w&re nur 
die Umstellung des abgekürzten Systems 4) erforderlich. Wählt man 
diesen Vorgang, so gewährt die mehrfache Bestimmung der Unbe- 
kannten zugleich eine Kontrolle der Rechnung. 

Bei einw grC&eren Anzahl von Unbekannten wird jedoch eine 
solche Wiederholung des Eliminationsverfabrens beschwerlich; es 
empfiehlt sich dann, jedes System von Gewichtsgleichungen ebenso 
zu reduzieren wie das Normalgleichungssystem. So gehen die Oe* 
wiohtsgleichangen für x: 

[ac]Q,,-^[bc]Q,,-\-[cc]Qn=0 
aus den Normalgleiohungen hervor, wenn man 

[al] durch l, [hl\ dureh 0, [c£\ durch 
»setzt; mithin wird 
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und daber das System der reduzierten Gewtohtsgleiobungen 
[»>] 









[aa][66.l] 

-[aa][cc.2]^[aa][bb.l][r^C.2] 
woraus darch eukzessive Substitution Qu, daa reziproke Gewicht 
von X, bestimmt werden kann. 



9. Hichtlineare Relationen zwischen der beobachteten Größe 
und den unbekannten Größen. 

Die Theorie der Ausgleichung vermittelnder Beobachtnngen 
bedarf noch einer wichtigen Ergänzung. Bei den vorhergehenden 
Untersuchungen ist nämlich angenommen worden, daB zwischen der 

zu beobachtenden QrÖBe F und den Unbekannten X, Y, Z, , 

eine lineare Beziehung bestehe. Ist hingegen der Zusammenhang ein . 
anderer,' aofbedarf es einer vorbereitenden Rechnung, bevor an die 
Ausgleichsreohnung geschritten wird. 

Es bestehe allgemein zwischen V und den drei Unbekannten 
die Beziehung: 

1) 0=—V-\~F(X, Y, Z). 

Die Beobachtung ^ von V, mit dem Fehler — t,, führt zur Gleichung 

2) ti = — li + Ft{X, Y,Z): 

Der Zeiger i bei F deutet auf Parameter hin, welche sich von 
Beobachtung zu Beobachtung ändern. 

Zanfiebst ist es erforderlich, sich für die Unbekannten mög- 
lichst genaue Näherungswerte zu verschaffen, welche durch die 
Attsgleichung nur noch kleine Verbesserungen zu erhalten haben. 

Wie man sich diese Näherungswerte verschafft, ist gleichgültig. 
Wählt man beispielsweise in zweckmäßiger Weise so viel Beobach- 
tungen aus, als es Unbekannte gibt, und betrachtet sie als fehlerfrei, 
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SO ergeben sich Gleichungen ia gerade zureichender Zahl znr Be- 
stimmung von Näherungswerten X^, Y(„ Z^ der ünbebannten. Von 
diesen werde angenommen, daß die Verbesserungen g, f), £, durch 
welche sie auf die wahren Werte X, Y, Z ergänzt werden, so klein 
seiea, daß man Glieder mit höheren Potenzen und Produkten derselben 
außer acht lassen könne. Unter ' solchen Verhältnissen kann 

F,{X,Y,Z) = F,(X,-^i, Y^ + ri, Z„ + t) = 

3Fi ^ , SFi , 3F, , 

^'^^rr,^ ■ -■ 

gesetzt werden, und es geht die Gleichung 2) über. in: 

3F] dp, dF, 

8) .,=-i.+FAx,.Y.,z.)+-/^a + Tri' + j^f- 

Wenn nuD 

I i,-F,(J^,l'.,2,)-4', 1 

i) ! SF, SF, , ?F, j 

I TZ"'" Tn"'" Tz;'"' I 

gesetzt wird, so nimmt S) die bei der Stellung der Aufgabe für 
vermittelnde Beobachtungen (Punkt 1 dieses Abschnittes) voraus- 
gesetzte lineare Form au: 

Jeder solchen Gleichung entspricht eine andere: 

6) Xi = — ii' -1;- OiX -\- bi y + ci z, 

in der x,y,z die vorteilhaftesten Werte der Verbesserungen 
bedeuten, so daß 

7) Xo^x, r^ + i/, Z^ + z 

die vorteilhaftesten Werte der Unbekannten selbst sind. 

Aber erst der Erfolg der Rechnung kann darüber belehren, 
ob die Voraussetzung zulässig war, auf welcher der Ansatz 3) be- 
ruhte. Sollten sich für x, y, z so große Werte ergeben, daß man 
gegen die Außeracbtlassuog der Potenzen und Produkte Bedenken 
tragen muß, dann wäre die ganze Rechnung mit den Werten 7) als 
neuen Näherungswerten zu wiederholen. 

Die Einführung von Näherungswerten für die Unbekannten 
empfiehlt sich zumeist auch dann, wenn die Relation zwischen Fund 

XjY,Z, von Natur aus linear ist; sie hat dann aber einen andern 

Zweck als vorhin, nämlich den der Vereinfachung der numeri- 
schen Rechnung (siehe das Beispiel imPnnkte6 dieses Abschnittes). 
Sind nämlich die Beobachtungsergebnisse h vielziffrige Zahlen, so 
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kann durch passende Nftfaeruagswerte bewirkt werden, daß die nach 
der Vorschrift 4) reduzierten Beobachtungen: 

bequemere Zahlen werden, 

10, ObersiohUiohe Zusammenstellung des Reohnungs- 
vorganges. 

Die erste Arbeit bei der Ausgleichung vermittelnder Beob- 
achtungen ist die Aufstellung der Fehlergleichungen, die schließ- 
lich immer die Form: 

1) k4= — li+ aix -\- bft/ + CiZ 

annehmen. Ihre Anzahl stimmt mit der Anzahl der Beobachtungen 
fiberein. Handelt es sieb um lineare Beziehungen, so bedarf dies 
keiner besonderen Rechnung; nur bei Einffifarang von Näherungs- 
werten .Xo, y^, Zfj zum Zwecke der Reduktion der l hat man ffir 
jede Gleichung den Wert von 

zu berechnen, von h zu subtrahieren und mit den Differenzen l! 
wieder Gleichungen von der Form 1) zu bilden, in welchen x, y, z 
nunmehr Korrektionen an den Näherungswerten bedeuten. 

Bei nicht linearen Relationen erfordert die Aufstellung der 
Fehlergleiehungen besondere Vorarbeiten, welche bereits im Punkte 9 
dieses Abschnittes erörtert wurden. 

Die zweite Arbeit besteht in der Bildung der Normalglei- 
chungen, die auf die Berechnung des Summeusystems 
( [aa], [abi [ae], [al] 

2) [6 6], |6c), [b^ 
I ["], [cl] 

hinauskommt und bei zahlreichen Beobachtungen und vielziffrigen 
Koeffizienten den beschwerlichsten Teil der Arbeit bildet. Zur Er- 
leichterung können Quadrattafeln und Produkttafeln gute Dienste 
leisten. In Ermangelung der letzteren können die nichtquadratischen 
Summen wie [a b], [a c] u. s. w. mit einer leichten Mehrarbeit auch 
mittels Quadrattafelu berechnet werden, weil 
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" Bei BeobaobtuDgen ung^leicher Genanigkeit kommt noch di» 
Multiplikation mit den Oewichteo hinzu. Das zu berechnende Summen- 
System lautet hier 

[paa], [pab], [pac], [pal\, 
[pbb], [pic], [pbl], 
Ipec], [pcl], 
ist aber bei den weiteren Rechenprozeasen genau so wie 2) zn be- 
handeln, wird daher häufig anoh in der Form 
(a a), (a b), {a c), {a ^, 
(ii), (Ac), (iO, 
(cc), (cO 
geschrieben. 

Die dritte Arbeit ist die Auflösung der Normalgleloliungen 
und damit in Verbindung die Qewichtsbestimmung. Die Aufstellung 
der reduzierten Normalgleichungen, welche hiezu erforderlich ist^ 
bedingt die Bildung der Koeffizienten 

3) I ["-l), ll"-^l ('!■■]. 

l [«».2J, [ci.2], 

nach den bei der Auflösung der Normalgleichungen und der Oe- 
wiohtsgleichungen gegebenen Sohematen. Sind diese berechnet, bo 
kann nach Ausführung einiger Divisionen das System: 

^[aay^ [aa] [aa] 

[bcA] [bl.i] 

^"'■(66.1] [A6.1] 

[cc.2] 

ziffermfißig hergestellt werden; aus ihm erhält man (durch suk- 
zessive Substitution) x, y, z. Gleichzeitig ist das Gewicht von z be- 
stimmt; über die Ermittlung der Gewichte von y und x wurde das 
Nötige bei der Auflösung der Gewicbtsgleichungen (Punkt 8 dieses 
Abschnittes) angegeben. 

Die vierte Arbeit betrifft die Berechnung der scheinbaren 
Felller, Man erhält sie durch Einsetzung von x, y, z in die Fehler- 
gleichungen. 

Die letzte Arbeit ist die Oenauigkeitsbestimmung. Sie er- 
fordert die Berechnung des mittleren Fehlers der einzelnen Beob- 
achtung oder der Gewichtseinheit. Dazu ist die Bildung von [^X], 



4) 
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beziehun^welee [pAil] nötig, wozu vieder Quadrat- and eventuell 
auch Produkttafeln verwendet werden können. Hleuraut hat mau bei 
u UnlMkaonten 

5) (» = « _ t beziehungsweiae /*=j _ • 

zu ermitteln. 

Daraus bereohnen sich mittels der Gewichte p„ p^ p, der un- 
bekannten deren mittlere Fehler: 

6) ,.= ^. ^-^, ^-^- 

11. ßeehnungskontrollen. 

Bei der Ausführung nmtangreiolier Rechnungen ist die An- 
wendung von Eontrollen unbedingt erforderlich. Die Theorie gibt 
deren einige unmittelbar an die Hand. So besteht eine durch- 
greifende Probe nach Auflösung der Normalglelohungen und Be- 
rechnung der l darin, daS man prüft, ob 

1) [a X] = 0, [b X] = 0, [c i] = 

{PunH 2 dieses Abschnittes) sei, wie es die Theorie verlangt Bei 
ungleich genauen Beobachtungen treten an Stelle von 1) die Glei- 
chungen 

2) [paX] = 0, [pbX] = 0, (pci] = 
(Punkt 7 dieses Abacbuittes). 

Eine andere, ebenfalls durchgreifende Kontrolle besteht in 
einer zweiten Berechnung von [II],*) die sich wie folgt ergibt. Aus 

Xi = —ii-i-aix-\-b,y-j-Cii 
folgt, wenn man quadriert und addiert, 

+ {l„b]x+[bb]y+[bc]z-2[bl] ]y + 

+ {[oc]*+[6t]i,+ [cc]r-2[c(l }«, 

und dies reduziert sich vermöge der Normalgleicliuiigeu auf 

8) [l.!.] = [l!]-lal]x-[briy-[cl]z. 

*) Die «nte Art der Bereohnung ron {Xl] bnlebt daria, diB mui die 
Mhalnbaren VerbeflaeruDgan 1 mit HUta der Werte der ünbekuuteB aiu den be- 
trettenden Fehlerglelohuiigtta armUtell, alBdann die X quadriert und addierL 
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Um aich nan von den beteehneten Werten dar Unbekannten 
nnabhfinglg zu maoheu, schreibe m«a die erste der OleicIiuDgen 4) 
des Punktes 10 dieses Abschnittes darunter in der Anordnung: 

°- [aa] + '' + [aa]y+[aa-]' 
multipliziere sie mit [at] und addiere sie zur vorigen; dadurch 
entsteht: 

Hierunter setze meo die zweite der Gleioliungen 4) des Punktes 10: 
[ii.ll , , [bell 

multipliziere sie mit [&^ i] und addiere sie zur vorigen; es entsteht: 

Die letzte der Gleichungen 4) des Punktes 10 . nach Multipli- 
kation mit [cI.Z] dazugefiigt, erhält man schlieSIich: 

Man erkennt, wie sich diese Formel nach EliminatioQ aller 
Unbekannten für meht als drei Unbekannte gestalten würde. Es 
wird z. B. für vier Unbekannte: 

Hat man dem Schema 2) des Punktes 10 gleich von Anfang 
an die Summe [U] angereiht, so erfordert die Durchführung der 
Rechnung nach der soeben gefundenen Formel 4) nur noch Größen, 
welche schon wegen der Bildung der reduzierten Normalgleichungen 4) 
des Punktes 10 notwendig sind. Übrigens ist die rechte Seite der 
Gleichung 4) dieses Punktes gleichbedeutend mit dem Symbol [11.3] 
und kann daher auch nach den bei der Auflösung der Normal- 
gleicbungen und der Gewichtsgleiobungen gegebenen Schematen 
(Punkt 8 dieses Abschnittes) gebildet werden; denn es ist 

['l-F^' = ["■■! 
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wenn man das Gesetz der Schemata fortbildet 

Die Kontrolle durch doppelte Berechnung der [Xk] ist zwar ■ 
durohgreifend tOr die ganze Ausgleichung, aber sie zeigt leider erst 
am Ende der Reohnung das Vorhandensein eines Fehlers. 

Bei großen Ansgleiehungsarbeiten führt man eine die ganze 
Reohnung begleitende Kontrolle durch, auf die hier nicht eingegangen 
werden soll. Näheres hierüber findet man in dem Werke: Die Aus- 
gleiobungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate von ' 

F. R. Helmert, l»72, Seite 104, § 14. 

Die Berechnung der Summe [X X] kann auch nach der Formel 3) 
erfolgen. Die Eontrolle ist hier ebenso ToUst&ndig. Dm dies wenig* 
stens für einen einfachen Fall zu zeigen, nehme man an, x sei um 
J zu groß gefunden worden, dann wird nach der Formel S) er- 
halten anstatt [XX] ein Wert [XX\, der um — [al]^ davon ver- 
schieden ist: 

5) [XX]' = [XX'} — [al]J. 

Dagegen gibt die Substitution des fehlerhaften x in die Fehler- 
gleicbnngen anstatt der richtigen Werte solche Werte, die um ■\-aJ 
fehlerhaft sind. Bezeichnet man allgemein einen solchen fehlerhaften 
Wert mit X, so hat man X^=X-\-a^\ hiemit wird: 

{X'X-]=[XX-\+[aa]^ + Zd[aX] 
oder, da \aX] Null ist, 

6) [}:X'] = [XX]-\-[aa]J*. 

Die rechten Seiten der Gleichungen 5) und 6) sind hiernach 
verschieden, so daB ein Fehler ^ erkannt werden kann. Diese Kon- 
trolle würde nur trügerisch sein, wenn zufällig x so angenommen 
wäre, daß 

[aal 
wurde. 

12. Beispiele. 
1. Beispiel. Ausgleichung von Höhenmessungen. 
Es sind dieHöhenunterschiede(HÖhenabBtfiude) folgender Punkte- 
paare gemessen worden: 
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ÄB = k, ÄC=l„ AD=U, 
BC = l„ BD~^l^, 
OD = l,- 
Zur Festlegung der relativen Höhenlage der yler Punkte Ä, 
B, €, D genfigen aber drei Höhennntersohiede, somit sind drei Beob- 
achtungen überzftlilig. P4ßt man die drei ersten HShenuntersohiede 
als die Unbekannten X, T, Z auf, so ergeben sich folgende Fehler- 
gleicbungen: 

l, = -i,+x 
i, = -l, +» 
». = -!. +» 

l. !..-»: + !( 

>, — !, -»+•■ 
Sind alle Mesaungsergebiüsse als gleich genau zu betrachten, 
so hat m&n zur Bestimmnng vod x,y,z die Normalgleiehuagea: 
Zx — y — z^I, — I4 — ^, J (Aufstellung nach der im 

— X ■\-Zy — z = ^^-{■l^ — ig, I Punkte 6 dieses Absohnittee 

— X — J/+3B = iB-|-is-J-Ij. j Seite 141 angegebenen Reget) 
Zu ihrer Lösung bilde man die Summe: 

und addiere sie folgeweise zur ersten, zweiten und dritten: Oleiohung; 
dadurch erhält man: 

x=^{Zk^h-\-k-h~h), . 

^^-di + h-^-Zk + h + h). 
Für [AX] erhält man nach der Formel 

[l.X\ = [ll\-ial\x-{bl\y-[cl]z 
mit Benützung der rechten Seiten der Normalgleichangen den Aus- 
druck: 

[xx] = ^i\ii}-ixU-hh-kh~i%i, + hk + i*h-kk-hk- 

-Uh + kh-hk); 
die Quadratwurzel aus dem dritten Teile dieses Wertes wäre der 
mittlere Fehler einer einzelnen Beobachtung, (n — u = 6 — 3.) 
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Die QewiohtBffleiehuDgen für x sind: 

8*2n - «.. - Q« = i, 
-Qn +80.1 - Qii = 0, 
— Qu - Qit -\-3Q„ = 0; 

Terfäbrt man mit ihnen wie mit den Normalgleicbungen, so ergibt 

sich: 

ftj = j' ebenso Qm = j' ^«= j- 
Ea ist hlernaeti der mittlere Felüer jeder Unbekannten dem 
•fachen mittleren Fehler einer Beobaohtang glaioh. 



n 



2. Beispiel Stationsanegleichung. 

Bei dieser handelt es sich nm eine ähnliche Aufgabe wie bei 
der Ausgleichung von HöhenmessuDgen. 

Von einem Punkte L {Fig. 9) aua sind (olgende Winkel zwischen 
den Punkten E, S, A, Q gemessen worden: 

ES=lu EA = li, EG=U, ' 
50 = V 




Die nachfolgend angegebeneu Ergebnisse sind Mittelwerte i 
der daneben angetfibrten Anzahl einfacher Beobachtungen: 

Ij^ 590 53' 44-03", 16 

^8= 98<»63'23;H",« 8 

I,= 2T10 17'29'88", 8 

lt= SS^öS'SS-gT", 8 

ls = Zn'>2S'i6-3B", 8. 
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Da zur relativen Bestimmung der vier Rlohtong^en LE, LS^ 
LA, LQ drei Winkel ausreichen, so sind zwei Messungen über- 
Bohüsaig. Wählt man 

X=ES, r = EA, Z=EO 

als die Unbekannten, die rohen Beobäcbtungswerte li, l^, l^ als deren 
Näherungswerte, so ergeben sieh für die vorteilhaftesten Verbesse- 
rungen X, y, z an den Nähemngawerten die Fehlergleichnngen : 



h== X 


Gewicht 2 


A,- y 




i,= 


„ 1 


^4= 0-41— a: + y 




i^ = — V(ii — x -\-z 


, 1 


0-41 entsteht als Differenz aus U — h und k, — i'OS als Differenz. 


aus It — h önd k. 


Die Bildung der Normalgleichungen gestaltet sich sehr einfach; 


es ist nämUch: 


[pao] = 4, [pa6] = -l. [pac] = -\, {pat\=~Q-(i%, 


[p6&]= 2, {fbc]= 0. [p6ri=~0-41, 


[pcc]= 2,* [pcr]= 1-08; 


sie lauten daher 


i.x— y ~ z = -0S2, 


— X -\-Zy = — 0-41, 


_» -\-Zz= 1-08 


und geben ohne Hübe 


X = — 0-108", y = — 0-2Ö1 


z=:0-464". 



Han berechnet hiemit 

h = — 0*108, 
A, = — 0-257, 
A,= 0'464, 
X^ = 0-257, 
h = — O-i&i, 
und zwischen den ausgeglichenen Winkeln 

Zj + Ai= 59<'53'48-92T", 
i,-i-i,= 98">58'23I68", 
i,+A,i=271''17' 29-844", 
l^-\-X^= 38* 59' 39-226", 
^5 + ^5 = 2110 23' 46-917" 
bestehen keine Widersprüche mehr. 



dbyGoogle 



— 161 — 
Aus den drei Systemen von Oewiohtsgleichungen 

4«,, - e.. - ft.=l, 

— (?„+2(3„ -0, 

*fti - ft. - 0.1-0, 

-<?>■ +2«,. -1, 

-a, +2e>.=o, 

4 ft, - «.. - 0.. = 

-e.i +2 0,, 

-0.1 +20.,- 

ergibt sich leicht: 

•Xlt g XM J2 **" 12 

Ferner berechnet man direkt 

[pAa] = 0-581028, 
daraus der mittlere Fehler der GewichtseiDheit : 

r 0-681028 „ , „ 
-g— ^ = 0-639", 

endlich 

p,= 0-639l y=0-309", 

(ij, = 0-539 I' j^ = 0-415" = ft.. 

13. Ableitung empirischer Formeln. 

Ein weites und wichtiges Gebiet der Anwendung der Methode 
der kleinsten Quadrate bildet die Ableitung empirischer 
Formeln. 

Das Wesen dieses Problems soll zunächst an einem einfachen 
Beispiele erläutert werden. 

Wenn für a, b, V eine Beziehung von der Form 

1) r=Xa^Yb 

vorausgesetzt wird und eine Reibe von zusammengehörigen Werten 
der Veränderlichen a, b und V durch Beobachtung oder Messung 
gefunden worden ist, so kann man nach denjenigen Werten x und 
y von X und Y fragen, welche von den kleinen zufälligen Beob- 
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aobtuQgs- oder Messungsfeblera möglichst befreit Bind, ao daB jene 
GleioliuDg den Zusammenhang zwischen den Größen a, b and V, wobei 
a und 6 auch bekannte Funktionen einer und derselben Veränder- 
lioben c bedeuten können, möglichst genau ausdrückt. 

Den Vorgang zur Beantwortung dieser Frage, d. i. zur Aus- 
mittlung der vorteilhaftesten oder wabracheinlichaten Werte x, y 
der Konstanten X, Y gibt die Uethode der kleinsten Quadrate. Der 
Grundsatz dieser Methode sagt: Die Konstanten X, F sind so 
zu bestimmen, daS die Summe der Fehlerquadrate ein 
Minimum wird. Das heißt: mit verschiedenen Zahlenwerten der 
Konstanten X, Y wurden die nach Gleichung 1) gerechneten 
Werte V, welche mit v bezeichnet werden mögen, von den beob- 
achteten, welche mit l bezeichnet werden sollen, nm ve^chiedene 
Größen (die Fehler — l) abweichen. Die wahrscheinlichsten Werte der 
Konstanten sind diejenigen, bei denen die Summe der zweiten 
Potenzen aller Abweichungen möglichst klein wird. 

Sind 

h, Ol, K, 
1%, a,, 6,, 

J 

U, a„ K 
die auf die Größen V, a, b bezüglichen Wertsysteme, welche durch 
Beobachtung gewonnen wurden, so hat man für die Beobaohtungs- 
fehler die Ausdrücke: 

h^ — ^ + 1*: «1 + !/ *i > 



und für deren Quadrate: 

Aj A, ^ ^1 ?i — Zxaili — 2yhi\ -|- a;* Ol o, + 2 3; y o, A, -f- J* ^i ^i i 
XiXi = ltla — Zxaili — 2 y 6» /, -|- ic' o» o» -|- 2 a: y Oj &, + y* fij Aj , 
A,X,==Zjia — 2xatlt~2ybtk -\-x*<itat-\-2xyatbi-\-y^btbi, 

i.^Xn = lnl»—Zxanln — Zy b^l« -{- X* a„a„-\- 2 xy a^b^-{'y'^h, t». 
Als Summe der Fehlerquadrate ergibt sich also: 
2) [kX] = [n-\-2x[al-\~2y[bl\-^x^[aa-\JrZxy[ab'\^y-\bb]. 

In dieser Gleichung sind natürlich außer der als Abhängigkeits- 
variable zu behaudelnden Fehlerquadratsamme [X A] nur die hier 
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als UDabhSngige Verladerliohe anzüseheiiden Konstanten x und y der 
Relation v=ixa-\-yb unbekannt. Soll nun das Minimum der Quadrat- 
summe [IX] ermittelt werden, so muB man die für [;i;i] gewonnene 
Funktion 2) einmal in Beziehung auf x and einmal in Beziehung 
auf y differentiieren, sodann diese beiden Differentialquotienten 
gleich Null setzen. Dadurch ergeben sich folgende zwei Normal* 
gleichungen zur Bestimmung von x und y: 

"' \ -lbl\ + xlab] + ylbb]^0. 

Die Auflösung derselben führt zu folgenden Ausdrücken: 

( jbbUal]-iab\]btl 

I "- [aa][bb]-[ab][ab] 

I „ [aal[»]-[»t][»q 

( "- t««] [6 *]-[<.*] [»6]' 
E3 ist leicht einzaseben, daß man die Ausdrücke für die Feliler, 
die Fehlergleicliungien auch in der Form 

;,-= — i, + i.„ 



4) 



6) 



». = -;. + ». 

solireibeD ItaDD. 

Spezielle Fälle. 

&J Für die Funktion V=X-\-yb erhält man, da 0=1, also 

lab] = [b], [al] = [l\ und [<io] = 1 + 1 + I + = n — Anzahl der 

.Oleichungen oder Beobachtungen iat: 

|ii][i1-[t][Hl . 

- nlU]-(6J[6] 

- ,.[6 6] -[6] [6] ■ 

bj Für die noch einfachereFunktionF=F6, wo also XgleichNuU 
ist, ergibt sich, da die Feblergleichungen die Form i = — l-\-yb haben, 

oj Für den einfachsten Fall F=^ Y, wo es sich also wie im letzten 
Falle um die Ausmittlung des wahrscheinlichsten Wertes einer ein- 
zigen QröQe handelt und die Fehlergleiohungen die Form Xs= — l-ry 
haben, ist 
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es ist also dieser Wert das aritbrnetische Mittel aus allen durch 
MessuDgeD oder Beobaohtnngen gefaudea«!! Werten. 

Nun soll znr allgemeinen Behandlung des Problems geschritten 
werden. 

Es liege ein Beobachtungsmaterial vor, das sich auf die Para- 
meter a, b, c und auf eine von diesen abhängige Größe V bezieht. 
Dasselbe bestehe aus n Reihen zusammengehöriger Werte 
li, ai, b„ c, (t=l,2, ,n). 

Man soll nunmehr dieses Beobachtungsmaterial durch eine ana- 
lytische Gleichung 

8) V^F{X,Y,Z) 

darstellen, die entweder aus theoretischen Erwägungen hervor- 
gegangen ist oder als Hypothese Qber den Zusammenhang zwischen 
r, a, b, c angenommen wurde und außer diesen Größen noch u {= 3} 
unbekannte Konstanten X, Y, Z enthält. 

Zur Lösung dieser Aufgabe schlägt man jenen Weg ein, den 
die Methode der kleinsten Quadrate für dieses Problem, als einen 
Fall der Ausgleichungsrechnung, vorschreibt: Man bestimmt die vor- 
teilhaftesten Werte x, y, z der Unbekannten und bildet mit 
diesen die empirische Formel 

9) v=F(x,y,z), 

welche gestattet, zu 'jeder Wertgruppe der Parameter a, b, c den 
zugehörigen Wert von v zu berechnen. 

In solchen Fällen handelt es sich nicht mehr um die „Aus- 
gleichung von Beobaobtungsfehlem" ; denn die jIj, welche sich dann 
durch die Differenzen 

darstellen, stammen jetzt nicht allein von den Fehlern her, welche 
den beobachteten Größen h, ai, bi, d anhaften, sondern viel mehr 
und meist aus den vereinfachenden Annahmen, welche bei der theo- 
retischen Ableitung des Ansatzes 8) gemacht worden sind, beziehungs- 
weise aus der Hypothese, deren analytischen Ausdruck dieser Ansatz 
bildet. Die gewonnene Formel 9) kann als eine solche bezeichnet 
werden, der das Beobachtungsmaterial in seiner Gänze , möglichst 
genau genügt", und die Summe [iA], die kleinste unter allen, solange 
man an der Form 8) festhält, repräsentiert ein ,Maß für dieses 
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Oenügen". Die Gewichte der ünbekaiuiten|{ wenn man sie mitbestimmt, 
belehren über den Grad der Sicherheit, mit welotaem jede einzelne 
Unbekannte bestinunt ist Hat man über dasselbe Beobaöhtungs- 
material zwei verschiedene Hypothesen in Form von Gleichungen 
aufgestellt und zu jeder Hypothese die empirische Formel bestimmt, 
80 zeigen die zagehörigen Summen [kX], welche der Hypothesen das 
Beobachtungsmaterial in seiner Gitnze besser darzustellen geeignet 
ist. Man wird von diesem Gesichtspunkte ans jener Hypothese den 
Vorzng geben, der das kleinere [i.X] zukommt. 

Eine allgemeine Entscheidung darüber, wann eine empirische 
Formel überhaupt geeignet ist, einen Komplex von Beobachtungen 
analytisch darzustellen, kann nicht gefällt werden. Es hängt dies 
davon ab, ob die Xi, zu welchen die Formel führt, innerhalb der 
Fehlergrenze liegen, mit weicher V beobachtet werden kann, ob sie 
also Abweichungen vorstellen, die mit Rücksicht auf den verfolgten 
Zweck vernachlässigt werden dürfen- ' 

14. Beispiele. 

1. Beispiel. Bestimmung einer Konstanten. Es aei die 
Richtung einer Grenze zwischen zwei Grundstücken festzustellen; 
von dieser Grenze weiß man, daß sie sich von einem noch sicher 
erkennbaren Punkte geradlinig erstreckt habe. In der Nähe dieser 
Geraden finden sich auch einige Punkte, von denen man voraus- 
setzen darf, daß sie in der Grenze selbst oder doch sehr nahe der- 
selben gelegen waren. Die Lage dieser Punkte wnrde durch recht- 
winklige Koordinaten ermittelt; als Abszissenachse diente eine durch 
den erwähnten sicheren Festpunkt gelegte Gerade und dieser selbst 
als Ko Ordinate nsnfangsp unkt. 

Für die Koordinaten der erwähnten Punkte wurde in irgend 
einem Maße gefanden : 



a:,= 14-2, 


S,, = 0-42, 


x,^ 37'6, 


y, — 1-36, 


ir8= 64-0, 


■(. = 2-67, 


«.= 961, 


!/.=3-92, 


a;j = 136-7, 


»1 = 5-33, 


»8 = 162-4, 


», = 6-04. 



Lägen diese Pnnkte sämtlich in einer durch jenen Festpunkt 
gezogenen Geraden, so würden die Ordinalen dieser Punkte in aller 
Strenge eine Gleichung von der Form 

1) y^ax 
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befriedigen uod jeder Punkt würde somit für ^ denselben Wert 

ergeben. Dies trifft indessen nicht zu.' und ea kommt daher darauf 
an, die wahrscheinliobste Richtung jener Geraden zu be- 
stimmen, bei der für die gemessenen Abszissen die Summe der 
Quadrate der Abweichungen ihrer Ordinalen von den gemessenen 
Ordinaten, also die Summe der Quadrate der plausiblen Fehler ein 
Minimum wird. 

Ist yi die beobachtete Ordinate eines Punktes, so gibt diese 
Anlaß zu der Fehlergleichung: 

h= — ^i + a iC; ; 
es ist dann 

Soll demnach [XX] ein Minimum werden, so muß a derart be- 
stimmt werden, daß der Bedingnngsgleiohung 

1 d[XX] _ 



2) 



2 da 



= [xx]a — {xy]=^0 



genügt wird; daraus folgt 
3) 



nnd XX, bildet BOdann die 



M. 

[XX] 

Berechnet man die Produkte xy 

Summen {xy} und [xx], so findet man: 

[xy'] = 22bS-&, [xx] 

hiemit ergibt sich: 

4)- a = 

Durch Einführung dieses Wertes in die Gleichung 1) findet 
man für die gemessenen Werte von x die entsprechenden y; hierauf 
kann mau die Differenzen dieser gerechneten y gegen die gemes- 
senen y, n&mlich die Größen A, und die Quadrate dieser Diffe- 
renzen bestimmen. 

Nachstehende Tabelle enthält die genannten Angaben. , 



Nr. 


y 

gerechnet 


A 


IX 


1 


0-56 


4-014 


0020 


2 


1-49 


+ 014 


0020 


3 


2-61 


— 013 


0017 


i 


3-81 


— 0-11 


012 


5 


5i2 


'+ 0-09 


0-008 


6 


6-04 


0-00 


0000 
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Die Summe [Xi] beträgt 0077. 

Man kÖDnte leicht yermuten, diese Aufgabe ließe sich leichter 
lösen, wenn man für jede zusammengehörige Messung y durch x 
dividiert und aus den so gefundenen Werten für a das arithmetische 
Mittel nimmt. Dieser Vorgang ist indessen keineswegs begründet, 
und man überzeugt sich leicht, daß alsdann die Summe der Fehler- 
quadrate bedeutend gröQer wird. Die in dieser Weise gerechneten 
Werte von a sind in der zweiten Kolonne der nachstehenden Tabelle 
angegeben. Das arithmetische Mittet derselben beträgt 003778; die 
unter Zugrundelegung dieses Wertes von a fQr die gemessenen x 
gerechneten y sind In der dritten Kolonne angegeben. Die Tabelle 
enthält ferner die Differenzen der gerechneten y gegen die gemes- 
senen y und die Quadrate dieser Differenzen, nämlich die Größen 3. 
und AA. Die Summe der Quadrate der plausiblen Fehler, nämlich [i-X], 
stellt sich dabei auf 0-268, ist aleo mehr wie dreimal so groß wie 
früher. 



Nr. 


a 


gerechnet 


l 


Xl 


1 


0-02958 


064 


+ 0-12 


0-014 


2 


0-03600 


1-42 


-f 007 


0005 


3 


00il72 


2-42 


— 0-25 


0-062 


4 


0-04079 


8-63 


— 0-29 


0-084 


5 


0-03899 


5-17 


— 016 


0025 


6 


003963 


6-76 


— 0-28 


0-078 



2. Beispiel. Bestimmung von zwei Konstanten. Es sei 
wieder die wahrscheinlichste Lage einer geradlinigen Grenze zu er- 
mitteln, für welche jedoch kein ganz sicherer Festpunkt vorhanden 
ist; es bezeichnen nur vier Stellen annähernd die Lage dieser 
Grenze. In Bezug auf ein beliebig gewähltes- Koordinatensystem 
werden die Koordinaten dieser vier Punkte gemessen und man 
findet für diese Koordinaten: 

X, ;= 0, Si = 8-5, 

X, = 88, »/, = 5-7, 

Xa= 182, Ja = 8-2, 
3:41=274, J/4=10-3. 
Die Gerade, die sich diesen Punkten möglichst anschließen soll, 
sei durch die Gleichung gegeben 

1) y = ax-\-b, 

worin a und b noch unbekannt und somit zu bestimmen sind. 
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Ist yi der Wert einer beobachteten Ordinate, so jgibt diese 
Anlaß zu der Fehlergleiobnng 

i.i = — yi-\- axt-\-b. 
Man erhält alsdann so viele Fehlergleichungen als Messungen ge- 
macht wurden. Im vorliegenden Falle ßind vier Messuiigeu gemacht 
worden; man erhält daher vier Fehlergleichungen. Die Methode der 
kleinsten Quadrate gibt nun jenes Wertsyetem der Konstanten a, b als 
das diesen vier Gleichungen am besten entsprechende an, welches 
die Summe der Quadrate der X zu einem Minimum macht. Die Be- 
dingungen hiefür lauten: 



= 0, 



5b 



Nun ist 

IX ^yy ■'rxxa*-\-b* — Zxya — Zyb-\-2xab; 
wenn daher [it,;i] ein Minimum werden soll, muB stattfinden: 

Jl£.[H1- 



Sh 



■J-M.= [1]6- M + [jr]a = 0, 



oder 

2) 



I [xx]a + lx]b = lxy]. 
\ (a,]»+ll]6-[yl. 
Das sind die Normalgleichungen, aua welchen die wahr-. 
soheinUchsten Werte yon a und b bestimmt werden können. 

Nach den durch die Messung gefundenen Größen ergibt sich: 
[x] = 544, 

[1] = 4, 
[a;a;] = 116944, 
[xy] = 4816-2. 
Es lauten sonach fflr den vorliegenden Fall die Normalgleiohungen: 
116944 + 644 6 = 4816-2 
644 a+ 4 6 = 27-7; 
die Auflösung derselben gibt: 

_ — 544 X 27-7 + 4 x'iSie- 
"~ 116944 X 4 — 544« 

_ — 4818-2 X 544 + 277 X 116944 
~ 115944 X 4 — 644ä '' 



= 0-026, 
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Die gesnchte wahracheinlichste Grenze ist demnach für das- 
selbe Koordinatensyetem durch die Gleichnng 

y = 0-02Öit4-8'526 
gegeben. 

Berechnet man hiernach für die gemessenen x die zugehörigen y 
und vergleicht diese mit den gemessenen y, so ergibt stob: 



Nr. 


X 


y 

gerechnet 


y 

gemessen 


l 


XX 


1 
3 
3 
4 



88 
182 
274 


3-625 
5-725 
8-075 

10-375 


S-500 
5-700 
8-200 
10-800 


-i- 0-02Ö 
+ 0-025 
— 0126 
+ 0-075 


0000625 
0000626 
0015625 
0-006625 



Die Summe der Quadrate der scbeinbareD Fehler beträgt also 
0-0226 und ist kleiner, als wenn mau irgend eine andere Gerade 
gewählt hStte. 

Die zwei vorgeführten Beispiele wurden der Wahrscheinlich- 
keitsrecbnung von G.Hagen (3. Auflage, 1882) entnommen. 

3. Beispiel. Bestimmung von zwei Konstanten. Aas einer 
Anzahl von LSngenmessungen eines Stabes bei verschie- 
denen Temperaturen ist die Länge desselben für 0'> nnd 
seine Verlängerung für 1* Temperaturerhöhung abzuleiten.*) 

Nennt man a die Lauge des Stabes bei 0'^, b die Verlängerung 
desselben für l**, so ist für die Temperatur fi die Länge u 

u=a + bt; 
hierin bedeuten a und b die unbekannten, zu bestimmenden Eon- 
stanten, u und t die beobachteten Größen. Zur Bestimmung von a 
und b würden zwei Beobachtungen genügen. Wären also nur für die 
Temperaturen ti nnd t, die respektiven Längen U] und % beobachtet 
worden, so würde aus «i =; a + 6 (, und v^ = a-\~bt^ folgen : 

(, — t, Ji—tt 

Es mögen aber außer ti, u, und tt, Uj noch die zusammen- 
gehörigen Wertepaare ti, u^; t„ u^ n. s. w. vorliegen. Wären die Beob- 
achtungen fehlerfrei, so würden sich für die gesuchten GröSen a 



*) Entnommen aua: Koblrau 
Termehrta Antlage, 1906, Seite II. 



oh, Lehrbuch der praktlEctaen Pbytlk. Zahnte, 
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and b, aus welchen zwei Paaren immer auch berechnet, stets die- 
selben Zahlenwerte ergeben. In Wirklichkeit jedoch findet man der 
den Beobachtungen anhaftenden Fehler wegen keine Zahlen für a 
und b, die den sämtUchen Beobachtungen völlig genügen. 

Sind bei den Temperaturen ti, tt, , '■ die Längen u,, u„ 

, Ua beobachtet worden, eo sind a und 6 wieder ao zu be- 
stimmen, daß 

(-«i + a + fr'i)*+(-«.+ « + H)'+ + (-«- + « +6'.)* 

oder kurz 

[(-u + a + bt)y 
ein Minimum wird. 

Zu diesem Zwecke hat man den Ausdruck [{ — « -f a + i ()]* 
nach a und b zu differentiieren und jeden partiellen Differential- 
quotienten gleich Null zu setzen. 
Die Differentiation ergibt: 

nach a [ — u-\-a-{-bt] = 0, 

nach b [t(—u-\-a-\-bty] = 0, 

oder, weil hier [a] = na ist, 

— [u] + na-\-b[t] = 0, 
-[tu]+a[{] + b[tt] = 0. 
Aus diesen Oleichungen findet man: 

,_ [t][u]-n[tu] 

Als kurzes Beispiel einer Zahlenrechnnng wird ein Meterstab 
angenommen, der auch für das Messen bei höheren Temperaturen 
dienen soll. Dnrch Vergleichung mit einem NormalmaBstabe sei ge- 
funden : 

bei der Temperatur (1 = 20" die Länge w, =1000'22 mm, 

, , , (, = 40*' , , M,= 1000-66 mm, 

, , „ (, = 50*', , Mb = 1 000-90 mm, 

, , i^ = 60» , , «, = 100105 mm. 

Kach diesen Beobachtungen soll die Länge u bei der Temperatur ( 
als u = a-\- bt dargestellt werden. 

Zur Vereinfachung der Zahlenrechnung ziehe man von allen 
Längen u den Betrag 1000 mm ab und nenne den Rest r, dann erhält 
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man für a auob nur den Überschuß der Länge bei i 
RechnUDg stellt sich in folgender Tabelle dar: 



' über 1 m. Die 



Nr. 


( 




tt 


Ir 


1 


20 


+ 0-22 


400 


4-4 


2 


40 


+ 0-61) 


1600 


26-0 


S 


60 


+ 0-90 


2500 


45*0 


4 


60 


4-1-05 


8600 


63-0 




170 


2-82 


8100 


138-4 




[t] 


M 


[tq 


[tr] 



Man findet sonach: 
170X13) 



170«--4X8100 

170X2-82 — 4 X 138-J 



= + 00212. 



170« — 4X8100 

Die Länge des Stabes bei oo ist also gleich 1000 — 0-196 = 999804 mm 

zu setzen und bei der Temperatur ^ beträgt die Stablänge in mm: 

tt = 999-804-|-0-0212(. 

, Hiernach berechnen sieh die Längen für 20", 40", BO", 60"; die- 

selben sind aus nachstehender Tabelle zu entnehmen: 



Nr. 


t in Zenti- 
graden 


u in mm 
gerechnet 


u in mm 
beobachtet 


^in mm 


XI 




1 


20 


1000-228 


1000-22 


+ 0008 


0000064 




2 


40 


1000-652 


1000-65 


+ 0002 


0004 




3 


60 


1000 864 


1000-90 


— 0-086 


1296 




4 


60 


1001076 


1001-0& 


+ 0-026 


0676 





Die Summe der Quadrate der scheinbaren Fehler beträgt dem- 
nach 0*002040; jede Änderung von a oder b vergrößert die Summe 
der Fehlerquadrate, wovon man sich leioht überzeugen kann. 

Den vorhergehenden drei Beispielen liegt die Voraussetzung 
gleich genauer Beobachtungen zu Grunde. Diese Voraussetzung 
findet jedoch oft auch dann nicht statt, wenn die Beobachtnngsart 
dieselbe ist. Es seien deshalb noch hinsichtlich der Bestimmung von 
Gewichten der einzelnen Beobachtungen die folgenden Bemerkungen 
beigefügt. 
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Vielfach kommt es daraaf an, aus sebr verschiedenartigeD 
Beobaohtnngen, die an eich keineswegB mit gleicher SchSrIe ange- 
Btellt siad, Resultate zu ziehen. Man darf alsdann augenscheiniioh 
nicht allen gleiches Gewicht beilegen, man muß vielmehr das Oe- 
vioht der einzelnen Messungen zu bestimmen oder wenigstens zu 
schätzen versuchen und es angemessen in Bechnung stellen. Wenn 
es sich z. B. um Wlnkelmessungen handelt, wobei yerschiedene In- 
strumente benützt wurden, von denen teils einzelne Minuten, teils 
aber nur je 10 Minuten abgelesen werden konnten, so dürfen diese 
keineswegs als gleich gewichtig angesehen werden. Wenn aber auch 
mit demselben Apparate dieselbe Art der Beobachtung jedoch unter 
verschiedenen Umständen mehrfach wiederholt wird, so geschieht 
es oft, daß die äußeren Einwirkungen auffallend günstig oder be- 
sonders ungünstig sind; man gewinnt sogleich die Oberzeugung, daß 
die Beobachtungen sehr verschiedene Gewichte haben. 

Die genaue Ermittlung der Gewichte der einzelnen Beobach- 
tungen ist unbedingt sehr schwierig und erfordert jedenfalls große 
Sorgfalt und volle Unbefangenheit. Besonders muß man sich hüten, 
ans der Übereinstimmung einiger Beobachtungen unter sich auf die 
besondere Schärfe derselben zu schließen, oder anderseits denjenigen 
allen Wert abzusprechen oder gar kein Gewicht beizulegen, welche 
große Abweichungen zeigen. In diesem Falle würde man keineswegs 
das wahrscheinlichste, sonders nur ein solches Resultat erhalten, 
welches sich an diejenigen Beobachtungen anschließt, die zufällig 
miteinander übereinstimmen. Bei dem verschiedenartigen Auftreten 
der Fehler kann es leicht geschehen, daß gerade diejenige Messung, 
welche von den übrigen am stärksten abweicht, zur Berichtignng 
des Resultates wesentlich beiträgt. Man muß daher unbedingt den 
Grundsatz befolgen, daß keine Messung oder Beobachtung von der 
Rechnung ausgeschlossen werden darf, außer man hat, während sie 
gemacht wurde, bemerkt, daß sie nicht richtig oder doch sehr 
zweifelhaft sei. Dagegen erscheint es nicht nur gerechtfertigt, sondern 
'SOgar notwendig, denjenigen Beobachtungen ein größeres beziehungs- 
weise geringeres Gewicht beizulegen, von denen man sich mit 
Rücksicht auf die äußeren Umstände überzeugt hat, daß sie bedea- 
tend sicherer beziehungsweise weniger sicher sind als die übrigen. 

15. Näherungswelse Darstellung von Funktionen. Beispiele. 

Will man eine Funktion innerhalb gewisser Grenzen der Ver- 
änderlichen durch eine andere Funktion derselben Veränderliehen 
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darstellen, ao kann man hiezu die Methode der kleinsten Quadrate 
aDwenden. Der Vorgang biebei soll an einigen Beispielen gezeigt 
werden. 

Beispiele. 

1. BeispieL Eine Gerade zu zieben, die einer Kurve 
möglichst nahe kommt.*) 

Es sei die Gleichung einer Kurve 

• 1) ■ y=f{^)- 

gegeben. Man soll eine Gerade führen, die von x^=a bis x=:ß dieser 
Kurve möglichst nahe kommt. 
Es sei 

2) q = a| + 6 

die Gleichung der gesuchten Geraden. Die Aufgabe gebt, wie man 
sieht, dahin aus, die Koeffizienten a uod b zu bestimmen. Die Ko- 
ordinaten der Kurvenpunkte, welche den zwiscben x^a und x = ß 
liegenden Abszissen entsprechen, werden im allgemeinen die Glei- 
chung 2) nicht befriedigen; nur für die Koordinaten der Schnitt- 
punkte Ton Kurve und Gerade wird dies zutreffen. Angenommen, 
man erhält, wenn mau die Koordinaten Xi, yi des Kurvenpnnktes Pi 
in die Gleichung der Geraden einsetzt, 

h=—yi + axi + h. 

Es besteht also das System der Feblergleichungen : 

h = —yi-\-aXi-\-h, 
As = — ys + aa:j-|-A, 

Die Feblergleichungen kann man sich durch die sprungweise 
Änderung von x im Intervalle dx entstanden denken und es kommt 
denselben notwendig gleiches Gewicht zn, doch hat die Wahl der 
Gewichtseinheit auf das Endresultat keinen Einfluß. 

Aus dem System der Feblergleichungen erhält man für ein 
angenommenes Wertepaar a,h ein bestimmtes System der Werte l, 

*) EnlnommeD dem Werke: AuBglelchung der Beobaebliiogstehler nach der 
Methode der klelQBten QuadratsummsD von Dr. J. Dlenger, 18&T, Satte 121. 
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80 daß eioe jede solche AnDahme als eine Ursache anznsebea ist, 
aus der als Wirkung ein gevisses System der X fließt. Fßr die zu 
suchende Gerade wird offenbar jenes Wertepaar a, 6 am vorteil- 
haftesten entsprechen, für welches die Summe der Quadrate der i. 
am kleinsten wird. 
Nun ist 

[lX] = \yy}-\-[xx]a^ + [l]b^~2[xy\a-2\i,]b + 2[x]ab. 

Man erhält sonach als Bedingungsgleichungen, damit ein Mini- 
mum stattfindet (vergleiche mit dem 2. Beispiel des Punktes 14 dieses 
Abschnittes) : 



oder 
8) 



[x]a4.[l]t = [j,]. 



Der Bereich der Variablen x ist das Kontinuum der reellen 
Zahlen zwischen a und ß. Bei der Summierung hat man sich dem- 
nach vorzustellen, daß x alle Werte von x^a bis x^ß annimmt; 
dies wird, wie bereits gesagt, dadurch erreicht, daß man x um die . 
unendlich kleine Größe dx wachsen läßt; die Summierung ist also 
ein Integrationsprozeß. Multipliziert man demnach die Gleichungen 3) 
mit dx, nimmt also dx als Gewicht, und integriert sodann zwischen 
den Grenzen a bis ß, so erhält man die Normalgleichungen für die 
Unbekannten a und b: 



aCx-^dj^+b rxdx= jx 
ajxdx+ bjdx =fy 



wobei y als Funktion von x mittels der Kurvengleiohung gegeben 
ist. Die Integrale in den linken Teilen der beiden Gleichungen sind 
leicht zu finden. Durch Autlösung der Gleichungen 4) ergibt sich 
dann: 
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(ß^a) Jxydx-^—^ßd 



f: 



xydx- 






-jOi'-,.»)— f(«+(i)r-«') 

ß'-a' 1^, ß'-a' / , 
J — j ( !/dx — J^ I i:ydx 

*Uc *^ 

woduroh die Gleichnng der fraglichen Geraden gefunden ist. 

Suoht man den Inhalt jener Fläche, welche von dieser Geraden, 
den Ordinaten für x^a and x^ß, ferner von der AbszisBenaohse 
eingeschlossen ist, ao ergibt sich mit Rücksicht auf die zweite der 
Gleichungen 4) 

so daß diese Fläche genau so groß ist als diejenige, welche von 
der Kurve y^f(x), den zu denselben Abszissen x^a und x^ß 
gehörigen Ordinalen dieser Kurve, sowie von der Abszissenaohse 
begrenzt ist. 

Es versteht sich von selbst, daß man statt einer Geraden eine 
parabolische Kurve 

i, = a + 6| + c|«+ 

verlangen könnte, welche dieselbe Eigenschaft des möglichst 
nahen Anschließens haben soll. Beschränkt man sich im rechten 
Teil auf die drei ersten Glieder, so hat man 

A = — y-\-^-{' bx-\-cx^, 

[ll] = b') + (I]a> + J>M + c>[i^'l-2<.[i/l-2M»-ä/)- 

— 2c[x'y]'}-Zab[x} + Zae[x']-^2bc[x^]. 
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Zur Bestimmung von a, b, c ergetpen sich demnach die Glei- 
chungen: 

a I dx+ b I xdx+ c I x^dx = I ydx, 
Ja Ja Ja •'a 

a rxdx-\-h rx^dx-\-c fx'dx = jxydx, 
*'« Ja Ja Ja 

a j x^d x-\-b j x^d x-\-c j x'dx = j x^ydx. 

Die von der parabolischen Kurve, den Ordinaten für x^a 
und X = ß, sowie von der Abszissenachse eingeschlossene Fläche ist 
gegeben durch t 

*^a *'« Ja Ja 

iicht auf ( 

h j ydx, 



Mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen 6) ist diese Fläche 
auch gleich f ydx, also wieder genau so groß als die Fläche, 



welche von der Kurve y=f(x), den zu denselben Abszissen x = a 
und x=^^ gehörigen Ordinaten dieser Kurve und von der Abszissen- 
achse eingeschlossen ist 
Da auch 



f' 



(a+6{ + c{>)|ci| 



va 



xydx, 



SO liegen die Schwerpunkte beider Flächen in derselben Parallelen 
zur y Achse, was auch für den früheren Fall gilt. 

2. Beispiel. Es soll der Ausdruck Vi -j-a: zwischen den 
Grenzen — 1 und +1 durch einen Ausdruck von der Form 
l-\-ax so ersetzt werden, daß die Summe der Quadrate der 
Differenzen Vi +a; — {i-\-ax) ein Minimum werde.*) 

Bildet man die Fehlergleichung 

1) A = -Vl+x+(l+a3r) 
oder 

2) k = — {Y\^x — \)-\-ax, 

*) Entaommen dem Werke: Die Anaglelcbungsrechnung naob der Uetbode der 
kleinsten Quadrate Ton F. B. Helmert, 1871, Seite 2T9. 
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SO ist dieselbe der Reprfisentant aller Fehlergleiohuogen, die eat- 
stehen, wenn man x alle Werte zwiachen — l und -J- 1 annehmen 
läßt. Erfolgt die Änderung von x sprungweise im Intervall dx, so 
kommt den Fehlergleiobungen notwendig gleiches Gewicht zu, doch 
hat die Wahl der Gewichtseinheit auf das Endresultat keinen Einfluß. 
Aus 2) folgt: 

Xl^2-\-x — zYl+x^a^x^ — 2a.v(Yl+x — l); 
ferner ist 



1 d{i.X) 



-(xVl-\-x—x). 



Nimmt man also dxala Gewicht und bildet die Normalgleichung 
für die Unbekannte a, so ergibt sich 

+ t , +1 

a [x X d a;] = [{x Kl + a; — a-) d x\ 

und hieraus 






1 -\-x — x)dx 



B 



Be rücksichtigt man, daß bei Anwendung der Substitution 
Y\-\-x = y sich ergibt : 



JxYl-\-xdx=2jyHif---i)d!/ = 



iY2 



so folgt _ 

2Y2 

4) a=---— = 0-5667. 

^____, Die geometrische Bedeutung ist die folgende: 

Es ist eine Parabel (Fig. lO) mit dem Parameter 1 gegeben, 
bezogen auf rechtwinklige Koordinatenachsen parallel und senkrecht 
zur Parabelaohse mit dem Ursprünge im Abstand 1 vom Scheitel. 
Die Ordinatenachse schneidet die Parabel in B. Legt man durch 
diesen Punkt eine Gerade A' C, welche mit der Parabelachse den 
Winkel 29" 80', der zu arctga gehört, einschließt, so ist die Summe 
der Quadrate der Differenzen der Ordinaten für gleiche Abszissen 
beim Parabelbogen und bei der Geraden für alle Werte der Abszissen 
zwischen ^- 1 und -|- I ein Minimum. Wie man sich durch Rechnung 
leicht überzeugt, ist die Gerade A' C keine Parabel tangente. 
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Eb braucht kaum bemerkt zu werden, daß die Anwendung der 
Methode der kleinsten Quadrate auf die zwei durchgeführten Bei- 




spiele und auf ähnliche Fälle völlig willkürlich ist und ihr hiebei 
durchaus kein tieferer Sinn innewohnt als der bei der Ausgleichung 
von BeobachtungBn. Man bedient sich dieser Methode aber deshalb, 
weil sie in der Regel die bequemste Rechnung gibt, um der ge- 
gebenen Funktion eine einfachere Funktion möglichst anzupassen. 



3, Beispiel. Näherungsweise Berechnung von Kx* + y^.*) 
Poncelet hat die Wurzelgröße Vx^-^-y* näherungsweise be- 
rechnet, indem er 

setzte und die Koeffizienten a, b für gewisse Grenzen des Verhält- 
nisses - bestimmte. Diese Bestimmung wird mittels folgender Be- 
trachtungen durchgeführt: 



Man setze 



y = 5- sm ip, 
-\- b y = r (a cos ip -\- b ain ip), 



dann ist: 

so daß also die Beziehung 

1) 1 ^ o coe p -)- i «tn <p oder a coe tp-i- b sin >p — 1^0 

stattfinden muß. Da femer -^=tg^ ist, so sind, wenn die Grenzen des 



*) Entcomm«!! dem Werlce: AuBgUiohaug der BeobacbtuuKsf ahler naoh der 
Methode der kleluaten QnadratBummen von Dr. J. Dtanger, 1667, Saite 113. 
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QuotieDten - gewählt sind, auch die von tp bekannt. Angenommen, 

es seien 9:>o und qoi die Grenzen, innerhalb deren tp schwankt, so Ist 
von vornherein klar, daß die Qleichung 1) nicht für alle zwischen 
ipa und <pi gelegene Werte befriedigt werden kann; man wird sich 
demnach begnügen müBsen, a und b so zu bestimmen, daß der Aas- 
druck a cos fp -\- b »in <p der Einheit so genau als möglich gleich- 
komme. Für den zwischen qoo und ip^ gelegenen Winkel tpi erhält man 
als Fehlergleiohung 

Aj = o cos <f>f\-b sin yj — 1 ; 
man hat alsdann das System der Fehlergleichungen : 

li = a cos tpi -\- b sin ipi — 1, 

ij = o CO« ^jj -j- 6 »in qo) — I, 

Aj = a ctw ^j, -j- fr «n 9s — 1, 



Der Bereich der Veränderlichen <f) ist das Kontinuum der 
reellen Winkel zwischen tp^ und tp^. Die Zahl der Gleichungen ist 
unendlich groB; man kann sich dieselben durch die sprungweise 
Änderung von ip im Intervall (iqo entstanden denken. Biesen Fehler- 
gleichungen kommt notwendig gleiches Gewicht zu; die Wahl der 
Gewichtseinheit hat aber auf das Endresultat keinen Einfluß. 

Aus dem autgestellten Gletchungssjstem erhält man für ein 
angenommenes Wertepaar a, b ein bestimmtes System der Werte X. 
Es wird nun jenes Wertepaar dem Gleichungasystem am vorteil- 
haftesten entsprechen, für welches die Summe der Quadrate der k 
ein Minimum wird. 

■Da nun 
A(l(=a*c(M*9Jj -j- 6* «n* yj -|- 1 -|- 2 a 6 «in qoi CO» 9( — 2 acotipi — 2 bsintpi 
ist, so erhält man als Bedingungsgleiohungen fQr das Minimum: 

1 ^[^^\ r , 1 1 ir ■ , r 

— — i — - = a [cos^ y] + fr [sm (p cos ip] — [cot tp] = 0, 

— — Vi- = * [«*"* vi + <* [**" 9 CO* vi — ["" v] = 0, 



oder 



2) 



o [cos^fp] -\-b [«in 9> CO« 9:1] = [cos<p], 

a [sin<pcostp]-\-b [sin'ip] s= [«in^)]. 

Bei der Summlemng hat man sieh vorzustellen, daß ^ alle 

Werte von ip^=tpo bis v^Vi aunimmt; man erreicht dies dadurch, 

daß man, wie bereits gesagt wurde, q> um die unendlich kleine 

12* 
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Größe d^> wachsen laßt, also dip als Gewicht annlmiat. Die Sum- 
mieruug ist demnach ein IntegrationsprozeQ. Multipliziert man daher 
die Gleichungen 2) mit dq> und integriert hierauf zwischen den 
Grenzen ip„ bis (pi, so erhält man die Normalgleiehungen zur Be- 
stimmung der Unbekannten a und b: 

^f\ ^9i p9i 

a 1 cos'^ipdtp -|-6 i Btnipcostpdtp^ 1 cos ip dtp, 

•'vo •'to "'yo 

p9i ^^\ ^Vi 

a j sinip cos ip dip -f- b j sin^ tpdip ^ j »inqidtp. 
^9o ^<Po -^(pa 

Von der Integrationskonstanten abgesehen, ist nun bekanntlich : 



cos^ 'pdip^^-'r —sin2(p, 

<p 1 . 
stn- yrfy^^ —stn2<p, 

sin ^cosfpdtp^ — «in* g>, 

coaipd<p= sin tp, 

sin ipd<p=^ — C08 fp ; 



man hat ferner: 



sinZipi — sin 2 yo = 2 cos (fp^ -f- fo> 8*'" (^i — 9'u). 

W\ -\~ flPo ' *Pi — ' Tu 
sinipi — siniptj =2 cos— — ' stn — - , 

SiJi* q), — sin^ (p^ = sin (<p, -f- ?>o) s»« (Vi — Vo)j 

QPi ~l~ (pu » *Fi — *iFo 

co^qi, — COS Wo ^= — 2stn-^ ^—mn — - — -. 

yi ru 2 2 

Daher ergibt sich nach Ausführung der Integrationen 
a{co8i<pi+(pa)nH{tpi — yo) + yi — 9>o) + *«"(9'i -f?»")"»" (T'i — ^g) = 

^iCOS^^-^siH^'-^y-^. 

a sin (y, ~ ff„) sU (y, — 9-g) + 6 {y, —fpo~ cos (y , + ^o) »'« (Vi — ^-o)} = 
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Durch Autlösung dieser zwei Oleiohungen findet man: 

~ Vi — Vo + «" (iPi — Vo) 



<Pi — po + »'1 (flfi + Vo) ' 
selbstverständlich ist hierin y, — qpo im analytischen Maße (Bogen- 
maß) einzusetzen. Führt man diese Werte in Y x' -\- y* ^ ax -\- b y 
ein, so erhält man scfalieQlich: 



. yi + yo 



5) fcc»4-y 



+ j/« 



, yi + T 



9=1 — Vö + «'" (Vt — Vo) 



Diese Formel wurde zuerst von Redtenbacher aufgestellt 
und weicht allerdings wesentlich von jener ab, die Poncelet ge- 
geben hat. 

Setzt man hierin x = rco8tp und y = r»itnp, so findet somit 
näheruDgBweise statt: 



6) 1. 



if'~f^(. 



Vi- 



>o -\- sin {(pi — vo) 



Diese Gleichung ergibt sich auch aus 1), wenn man bierin die 
für a und b gefundenen Werte einsetzt. Der begangene Fehler ist 
mithin gleich 

yco» y^ + '^° -{-simpain y- + y«) 

Vi — Po + «n (Vi — yo) 

Diese Größe wird ein Maximum für 

Vi + Vo r ■ Vi ~[" Vo r. 



L^(c. 



tg<p = ls - 



.JPl+J 



biemit erhält man für den Mozimalwert des Fehlers: 
4 nn '^' . ~ " ' 



Vi — Vo + «n (yi — ?^) 



-l = ya' + i=-l. 
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Liegt z. B. der Wert von — zwischen and 1, so schwankt ip 
von bis — ; es ist also: ipa^O, 9), = -- =45", daher 

4 sin 22" 30' (x coa 23" 80' + y «in 22" 30') 

Var^ + j,» = = 

^ + ««450 
2 a.- «in 46" + 4i/stV22"30' 
— - -\- sin 46* 

16. Prüfung gemachter Hypothesen. 

Es sei die Funktion V=F{A, B, C, , ar, y, z, ) ihrer 

analytischen Form nach gegeben; a', y, z, bedeuten die Para- 
meter und Ä, B, C, sind die in dem^Ausdrucke der Funktion 

'vorkommenden, aber noch unbekannten Eonstanten. Die Werte von 

V, welche beliebigen Werten der Parameter x, y, z, zugehören, 

sind einer Beobachtung durch Messen, Wägen etc. fähig. Die Anzahl 
der Beobachtungen übertrifft die Anzahl der in der Funktion vor- 
kommenden Konstanten. Den Werten x,, yi, Zi, entspricht !j als 

beobachteter Wert von V. Sind unter diesen Voraussetzungen o, b, 

c, die vorteilhaftesten Werte der unbekannten Konstanten Ä, 

B, C, , so gestattet die Formel v = F {a, b, c, ,x,y,z, ) 

zu jeder Wertgruppe x, y, z, den zugehörigen Wert von v zu 

berechnen und das Beobachtungsmaterial genügt in seiner Gänze 
dieser Formel möglichst genau. 

Unter den aus den Gebieten der Naturwissenschaften und der 
Technik stammenden Aufgaben, welche vorzugsweise geeignet sind, 
nach der Vorschrift der Methode der kleinsten Quadrate behandelt 
zu werden, kommt nicht selten der Fall vor, daß die Gestalt der 
Funktion F, deren Kenntnis zur Begründung der ganzen Rechnung 
gefordert werden muß, entweder gar nicht bekannt ist oder nur nach 
ganz allgemeinen Eigenschaften, die jedoch zur vollständigen Her- 
stellung derselben nicht ausreichen. Man pflegt in einem solchen 
Falle die Funktion F als eine ganze rationale Funktion der unab- 
hängigen Veränderlichen vorauszusetzen, in welcher jedes Glied eine 
Dubekannte Konstante zum Koeffizienten hat; speziell, wenn nur eine 
nnabhängige Veränderliche vorliegt, pflegt man sonach die Funktion 
als einen> nach den steigenden Potenzen dieser Veränderlichen geord- 
neten^Ausdruck, also in der Form 

F ^ a -]-b X -\- V X* -\- d X* -\- ■ 
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darzustellen. Die Frage, wie viel Glieder man diesem Ausdrucke der 
Funktion geben müsse, damit derselbe eine gegebene Reihe von 
beobachteten Werten mit hinreichender Genauigkeit darstelle, läßt 
sich mit Hilte der Methode der kleinsten Quadrate beantworten. 

Jeder Beobachter erlangt nämlich während der Beobachtungen 
ein ziemlich sicheres Urteil über die Größe des wahrscheinlichen 
Fehlers dieser Beobachtungen, d. h, desjenigen Fehlers, welchen er 
bei den in Rede stehenden Beobachtungen ebenso leicht überschreitet 
wie nicht erreicht. Mit anderen Worten, er wird mit großer Zuver- 
lässigkeit eine Grenze anzugeben imstande sein, über welohe der 
wahrscheinliche Fehler dieser Beobachtungen keinesfalls liinausgehen 
kann. Wenn man nun unter der Voraussetzung, daß die Gestalt der 
Funktion F unbekannt sei, für F einen ganzen rationalen Ausdruck 
mit einer bestimmten Anzahl von Gliedern setzt, und, nach der Be- 
rechnung der wahrscheinlichsten Werte der unbekannten Koeffizien- 
ten dieser Glieder, zur Bestimmung des wahrscbeinlichen Fehlers v- 
der Beobachtungen sowie der wahrscheinlichen Grenzen dieses wahr- 
scheinlichen Fehlers übergeht, so kann der Erfolg ein zweifacher sein: 

a) Der berechnete Wert von r überschreitet die im ' 
voraus festgestellte Grenze. In diesem Falle sind die Diffe- 
renzen zwischen den beobachteten und den berechneten Funktions- 
werten größer als die mutmaßlichen Beobachtungsfehler; die ge- 
wählte Form der Funktion F stellt also die gegebenen Beobach- 
tungen in stärkerem Maße ungenau dar, als es durch den EinflnS 
der Beob acht unga fehler allein hätte geschehen können, und man wird 
darin die Weisung erkennen, dem Ausdrucke der Funktion F noch 
mindestens das Glied der nächstfolgenden Ordnung hinzuzufügen oder 
sogar eine ganz andere Form zu geben. 

h) Der berechnete Wert von r fällt innerhalb der im 
voraus festgestellten Grenze. In diesem Falle sind die Fehler, 
welche durch den Einfluß der unrichtig gewählten Form der Funktion J* 
entstanden sein können, von einerlei Ordnung mit den Beobach- 
tungsfehlem, und fließen mit diesen zusammen, so daß der gefundene 
Ausdruck für F die gegebenen Beobachtungen so genau darstellt, 
als es überhaupt durch eine algebraische Funktion möglich ist. Man 
kann also in dem letzten Falle den erhaltenen Ausdruck der Funktion 
F für den weiteren Gebrauch beibehalten, wobei es von Wichtigkeit 
ist, zu beachten, daß die Anwendung dieses Ausdruckes niemals über 
die Grenzen derjenigen Beobachtungen ausgedehnt werden darf, auf 
denen seine Entstehung beruht. 
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So wurde in einem hier nicht näher zu erörternden Beispiele, 
wo 27 Beobachtungen einer Funktion F vorlagen, welche nur an die 
beiden Bedingungen JP(0)=O und F{—x) = F{x) gebunden war, 
zuerst F^ax* gesetzt. Der daraus sich ergebende Wert des wahr- 
scheinlichen Fehlers der Beobachtungen fiel indessen so groS aus, daß 
der Beobachter sicher war, einen so großen Beobaohtungsfehler nur 
in seltenen Fällen begangen zu haben. Deshalb wurde F=:ax^-\-bx* 
gesetzt, wodurch der wahrscheinliche Fehler auf die gewünschte 
Kleinheit gebracht wurde. Dieser letzte Ausdruck konnte deshalb, 
innerhalb der Grenzen der ihm zu Grunde liegenden Beobachtungen, 
als hinreichend genauer Ausdruck der unbekannten Punktion bei- 
behalten werden. 

Ein noch genaueres Kriterium in Betreff der angemessenen 
Wahl der Form der Funktion ergibt sich, wenn man mit Hilfe des 
berechneten Wertes von r, welcher im allgemeinen der unter b) an- 
geführten Forderung schon Genüge leistet, nach der Tabelle II die 
Verteilung der Beobachtungsfehler in Bezug auf ihre Größe unter- 
sucht und mit den durch die Rechnung gefundenen Werten der Beob- 
achtungsfehler vergleicht. Je mehr hier Übereinstimmung herrscht, 
desto sicherer ist man, daS der Einfluß der unrichtig gewählten 
Form von F auf die Differenzen zwischen den beobachteten und 
den berechneten Funktionswerten verschwindend sein muß im Ver- 
gleiche mit den Fehlern der Beobachtung; desto näher werden 
mithin jene Differenzen mit den eigentlichen Beob.achtungsfehIem 
identisch sein. 

Dieses letzte Prüfungsmittel wird man übrigens auch in den- 
jenigen Fällen anwenden, wo die Gestalt der Funktion F gegeben 
ist. Je größer die Anzahl der gegebenen Beobachtungen war, desto 
mehr muß die Verteilung der berechneten Werte der Beobachtungs- 
fehler in Bezug auf ihre Größe mit derjenigen Verteilung der Beob- 
achtungswerte übereinstimmen, welche die Tabelle II darstellt. Wo 
dies eintritt, da erhält man den Beweis, daß die Rechnung auf rich- 
tigen Voraussetzungen beruht und daß namentlich die Natur der. 
Aufgabe keine fremden Elemente in die Betrachtung eingestreut 
hat, weiche die Grundlagen der Methode der kleinsten Quadrate und 
insbesondere die Bestimmungen über die Natur der Beobaohtungs- 
fehler für den besonderen Fall hätten unzulässig machen können. 
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VI. Abschnitt. 

Bedingte Beobaehtungfen. 

1. Problemstellung. 

Bedingte Beobachtungen zurückgeführt auf vermittelnde 

Beobachtungen (indirekte Lösung des Problems). 

Für die Größen Xi, Xa, , X„ seieo durch Beobachtung 

die Werte /,, ^, l. erhalten worden. Sind jene Größen un- 
abhängig voneinander, so kann die Behandlung wie im Falle ver- 
mittelnder Beobachtungen auf folgende Art erfolgen: Es ist die 
Größe 

r= At X,-\-AtXa-\- + A, A"„ 

fl-mal beobachtet worden, und den einzelnen Beobachtungen ent- 
sprechen die nachstehenden Wertgruppen für V und für die Para- 
meter Aj, jIj, , A»: 

l,; 1, 0, 0, , 0, 

?-; 0, 1, 0, , 0, 



l„; 0, 0, 0, , 1. 

Daraus ergibt sich das System der Fehlergleicbungen: 



aus dem wieder das System der, Normalgleichungen 
x, = /„ 

Xt = la, 
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hervorgeht, welches nur besagt, daß in diesem Falle der vorteil- 
hafteste Wert einer jeden Unbekannten der durch die Beobachtung 
für sie erhaltene Wert sei. Die Summe [IX\ nimmt dabei den 
absolut kleinsten Wert, nämlich 0, an. Daraus ist aber nicht auf 
Pehlerfreibeit der Beobachtungen zuschließen; vielmehr ist, da sieh 
keine Widersprüche ergeben können, kein Mittel zur Baurteilung der 
Genauigkeit vorhanden. 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn zwischen den Größen 

.Vi, Xi, , Xh Gleichungen bestehen, welche a priori gegeben 

sind. Dann muß den vorteilhaftesten Werten a:,, xt , x„ die 

Bedingung auferlegt werden, daß auch sie jene Gleichungen er- 
füllen. Dies hat, da die rohen Beobachtungsergebnisse vermöge ihrer 
Fehlerhaftigkeit diese Bedingung nicht erfüllen werden, Gleichungen 

zwischen den Verbesserungen A,, ij, , X„ zur Folge, die an 

li, I2, ,1h angebracht werden müssen, um sie in a^i, xj, , x» 

zu überführen. 

Es seien 

( />(A'„ .Y„ , A-.) = o, 

/.«, X, , A'.) = o, 



1) 



I /,(A'„ X, , A'.) — 

die BedioguDgsgleichungen, welchen X,, X«, X. zu ge- 
nügen haben. Ihre Anzahl g ist notwendig kleiner als die Anzahl n 
der Unbekannten, weil letztere schon im Falle g^n durch die Be- 
dingungsgleiohungen selbst bestimmt wären, ohne daß es hiezu einer 
Beobachtung bedürlte. Da nun auch die vorteilhaftesten Werte Xi, 

x^ , X. die Bedingungungsgleicbungen befriedigen müssen, so 

besteht das Gleichungssystem: 

/,(«!, X, x.)=/,ft+i„ !, + ,l„ l.+!,) = '>, 

/.(«i, X, ».)=/i(!i+Ji, h+h !. + l.) = 0, 

fyx„ X, , &)=./,(!, + »„ 1,+i,, •!, + J.) = 0. 

Entwickelt man die linken Seiten unter der Voraussetzung, daß 
A,, A, X„ sehr klein seien, und setzt dabei zur Abkürzung: 

/,{'., 4 «-«.„ 

/.C, l< l,) = w„ 



2) 



/,(;„ ;„ , (.) = io„ 

TT-»'. rr = l' ■■■■■■ -sT = Sn 
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SO entstehen die sogeoaiintan abgeleiteten Bedingungsgleiobungen : 

{n, A, + Oj a, + + «a» 4- w, = 0, j ([ai.] + wi=0, 

> oder < 
■7a.+Si^+ +5'"i"-i-"-V=0. I I [ff^l + M-^^O. 

Diese Form der BedingungsgleiohuDgen Ut nur dann streng 
richtig, wenn die Gleichungen 1) linear sind; im andern Falle stellt 
sie, wie sofort gezeigt werden soll, nur eine Näherung dar, die um 
so zutreffender iet, je kleiner die Verbesserungen X sind. 

Durch die Substitution h+ii, U-\'^> > ^i. -)- ^ 'Q^" -^'ii -^s- 

, A"„ verwandelt sich nämlich die erste der Gleichungen 1) in 

/.('i+i., ii + i«, 44-A-) = o. 

Da nun die gesuchten VerbeBserungen A,, Aj, , A„ immer 

so klein vorausgesetzt werden, daß man die höheren Potenzen und 
Produkte derselben vernachlässigen kann, so hat man vermöge 
des Taylorseben Satzes: 

Ml., k, , '••> + §^^'+§^^+ + §£^=°- 

oder vermöge der mittels der Gleichungen 2) und 3) eingeführten 
Bezeichnungen für die bekannten Größen 

•»1 + "i A, + Og Ae + + o, A» = 0, 

übereinstimmend mit der ersten der Gleichungen 4). In gleicher 
Weise wird jede nicht lineare Gleichung behandelt. 

Die Größen ir„ tc,, , Wg bedeuten, wie aus ihren Defini- 
tionen 3.) zu ersehen ist, die Widersprüche, welche sich ergeben, 
wenn mau in die Bedingungsgleiohungen l) statt der wahren Werte 
die Beobaohtungsergebnisse einsetzt, oder anders gesagt, die Größen 
fo stellen die Widersprüche zwischen Beobachtung und Theorie dar. 

über das Vorzeichen dieser Größen w ist zu bemerken, daß 
dasselbe sich unter allen Umständen nach der Formel 

Widerspruch w ^ Beobachtung — Theorie 
oder 

w = Beobachtung — Sollbetrag 
bestimmt. 

Die abgeleiteten Bedingungagleichungen 4) gestatten, eine An- 
zahl g von den Verbesserungen l, etwa A,, A,, , A, durch die 

übrigen linear auszudrücken. Ist beispielsweise g^^i und n = 7, so 
erhält man, wenn 
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gesetzt wird, das GleichuDgBBystem : 

Das ist aber ein System von Fehlergleictiangen, wie es bei 
vermittelnden Beobachtungen vorlag. Hat man auf Grund des 
Prinzips: ,[.i.il] ein Minimum" die vorteilhaftesten Werte von I5, ^i,^^ 

berechnet and mittels derselben A,, X^, , l, bestimmt, so sind 

auch Xi, xj, , x^ gefunden. 

Es ist demnach die Ausgleichung von n Beobachtungen mit 
g Bedingungsgleichungen zurückfübrbar auf die Ausgleichung 
von n vermittelnden Beobachtungen mit n — g Unbekannten. 

Ob diese in allgemeinen Gleichungen angedeutete Reduktion auf 
vermittelnde Beobachtungen nützlich ist, kommt auf den einzelnen 
Fall an. Wenn die Bedingungsgleichungen einfacher Natur sind und 
ihre Anzahl nicht groß ist, wird dieses Verfahren, die indirekte 
Lösung der Aufgabe bedingte Beobachtungen auszugleichen, zu 
empfehlen sein. 

Im Falle ungleich genauer Beobachtungen muB die Summe 
der mit den Gewichten multiplizierten Quadrate der Ver- 
besserungen, d.i. [p^l] ein Minimum werden. 

Das bisher Gesagte soll zum besseren Verständnisse auf den 
speziellen Fall von linearen Bedingungsgleichungen übertragen 
werden. 

Es seien n unbekannte Größen X,, X^ , A', zu bestimmen 

und man habe biefür die gleich genauen Beobachtungen l,, 1^, , /„ 

gemacht. Zwischen den wahrscheinlichsten Werten x der Unbekannten 
X mögen folgende streng zu erfällende lineare Bedingungsgleichun- 
gen in der Anzahl g bestehen: 



Oo + «1 a:, -j- o, a:» + + a„ a;, = 

6p -|- Ä, a;, + 6j 3*1 -}- -\-b„XK-- 



Jo+,'7ia;i -T-ftÄ-j + -rg«x^ = o. 



Anzahl < 
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Setzt man anstatt der wahrscheinllclisteti Werte x die Beob- 
aohtuD^werte l, so werden die Qleiohuagan 6} nicht mehr befriedigt, 
sondern ergeben: 

( ao + «i'i+«.?s-l- +«-(„ = '« 

I l>o-\-b,h-i-f>,k-^ +bj„ = ic„ 

7) < > Anzahl g 

I 9o-\-9ih +9ti»'\- +5'-^- = 'c 

Damit die Widersprüche w verschwinden, sind an den Beob- 
achtimgBwerten l Verbesserungen l anzubringen. Dadurch geht bei- 
spielsweise die erste Gleichung des Systems 7) über in: 

Oo + a.{?. + A,) + «,(/, + ;,)+ + a,(?. + A,) = 0; 

subtrahiert man hievon die erste Gleichung des Systems 7), so er- 
hält man die abgeleitete Bediogungsgleichung : 

a, ii+Os^-f ■^a^Xn + Wi=0. 

Zwischen allen Verbesserungen X besteht also das folgende 
System der abgeleiteten Bedingungsgleichungen: 

ioih + <h^ + + o,A, + w, =0, ] 
i,X,+i,A,+ . + 6,i, + «,, = o, 
> Anzahl g 
gl^l+gt^ + -\-3nl. -\-V^H = 0- \ 

Anzahl n 

Hiezu hat man noch die Ausgleichungsbedingung: 
[i.1] ein Minimum. 

F&r die Anzahl n der Unbekannten und die Anzahl g der Be- 
dingungsgleichungen ist es wesentlich, daß n>-g sei, denn es soll 
nicht möglich sein, die Verbesserungen <l schon aus den Gleichungen 8) 
zu bestimmen. 

Um die Ausgleichung auf vermittelnde Beobachtungen zurück- 
zuführen, drückt man mit Hilfe der Bedingungagleichungen ö) g be- 
liebig gewählte X durch die übrigen n — g aus. Hiedurch möge er- 
halten werden: 
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Die als unabhängig ausgewählten ^,4.1, lg-+i, , K drücke 

1 durch daa Schema ans: 

10) ; ^+*^ ^'- 
' L = I- 

Anzahl n — g 
Nun stellen 9) und 10) zusammen ein System voug-\-(n — g) = n 
Fehlergleichungen mit n — g unabhängigen Unbeitannten ^9 + 1, i# + s, 

, kn vor, sonach ist wieder die Aufgabe der Ausgleichung von 

n BeobaohtQDgen mit g BediagungsgleiohungBn zurückgeführt auf 
die Ausgleichung von n vermittelnden Beobachtungen mit n — g Un- 
bakannten. 

Resume. Die beobachteten Werte der Unbekannten werden, 
weil mit unvermeidlichen Fehlern behaftet, den zwischen denselben 
bestehenden Bedingungsgleichungen nicht Genüge leisten, und müssen 
demnach Verbeaäerungen erhalten, welche ao beschaffen sind, daß 
die verbesserten Werte die Bedingungsgleichungen strenge erfüllen. 
Dies kann aber immer auf unendlich vielfache Art geschehen und 
es wird daher darauf ankommen, unter allen möglichen Systemen 
von Verbesserungen das vorteilhafteste zu finden. Offenbar sind 
die gesuchten Verbesserungen, mit entgegengesetzten Zeichen ge- 
nommen, als die Fehler der Beobachtungen zu betrachten, und es 
kann daher die Aufgabe folgendermaSen ausgesprochen werden: Es 
sind die beobachteten Werte der Unbekannten so zu ver- 
bessern, daß a) die verbesserten Werte die Bedingungs- 
gleichungen streng befriedigen, und b) die Summe der 
Quadrate der Verbesserungen, multipliziert in ihre respek- 
tivan Gewichte, ein Minimum wird. 

2. Beispiele. 

I.Beispiel. Ausgleichung der gemessenen Winkel eines 
ebenen Dreieckes. 

Die drei Winkel Xi, Xj, X3 eines ebenen Dreieckes*) müssen 
bekanntlich der Bedingung genügen 

X, + Jt; + Xj — isoo^^o. 

*) Bei miSig^er Lftnge der Bellen kSnueu die Dreiecke &of der Erdober- 
flfiohe als ebene Dreiecke angeaeben werden. 
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Man habe durch Messangen von gleioher Genauigkeit für 
diese drei Winkel beziehungsweise die Werte ^i, ^, ^ gefunden, deren 
Summe von ISO^ verschieden ausgefallen ist. Man tragt nach den 
wahrscheinlichsten Werten Xj, xt, xj dieser Winkel. Die beobachteten 
Winkelwerte Z,, ^, 2, müssen, weil mit unvermeidlichen Fehlern be- 
haftet, Verbesserungen A,, 3^, A« erhalten, welche so beschaffen sind, 
daß die verbesserten Winkelwerte 

auch die Bedingung 

1) X, + X, -4- Xj — 180 = 

erfüllen^ überdies muß die Summe der Quadrate der Verbesserungen 
ein Minimum sein. Da vermöge der Bedingungsgleicbung 1) 
3% ^ 1 80 — Xi — Xj 

ist, hat man nur die wahrscheinlichsten Werte der zwei Winkel x, 
und ^2 zu bestimmen. 

Das System der Fehlergleicbungen lautet: 

Ai = -i,+x., 
k = — k-\-^, 
Ag = — !t + 180 — Xi — a^. 

Die Forderung [}.i.] ein Minimum führt zu den Bediugungs- 
gleiohungen 



r-i^ 


= -i,+:c,-(-;, + 180-«,-ai) = 0. 


-2-^ = -i. + ir,-(-(. + 180-x,-.-,) = 0; 


aus denBelbdn folgt: 


— 4 4- a:, = — ?, + a-, = — ;, + j:b. 


Mit Zuziehung der Gleicliung 1) eriiält man tiierauB endücti 




^ ;, + '•»-'.-'■-'■, 


!) 


X. ^+-»-'.-'.-'., 




,. , 1 I80-(,-(,-/, 



d.h. die Abweichung der Summe der beobachteten Werte l„ /j, /» 
von 180" muB auf alle Winkel zu gleichen Teilen verteilt werden. 
Die Sicherheit der Messung eines Winkels ist sonach im allgemeiuen 
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von der GröQe des Winkels unabhängig; die VerhältniBse sind 
hier also wesentlich verschieden von jenen bei LängeomesBungen, 
bei denen der Fehler mit der Länge zunimmt (siehe die Anmer- 
kung 2 zu diesem Punkte). 

Genau dasselbe Verfahren findet auch Anwendung, wenn man 
die sämtlichen Winkel eines ebenen Polygons gemessen hat. Hat 
dieses n Seiten, so beträgt die Summe aller Winkel (n — 2) I800. Er- 
gibt die Messung dafür einen um lu abweichenden Betrag, so wird 
unter der Voraussetzung gleicher Schärfe in allen Messungen die 
wahrscheinlichste Verbesserung dadurch eingeführt, daß man jedem 

Winkel —to hinzufügt und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die 

Winkelsumme des Polygons um w zu klein, mit negativem Vor- 
zeichen, wenn diese Winkelsumme um w zu groß erhalten wurde. 

Die drei Winkel eines ebenen Dreiecks sind gemessen mit: 
;, = 86« 26' 47", /, = 90» 36' 28", l^ = 52" 57' 67 " ; 
es ist also: 

'i + ^ + '3 = 180*'0'l2" und w = lZ". 

Die wahrscheinlichsten Werte x,, x^, xg der Dreieckswinkel oder 
die ausgeglichenen Dreieckswinkel betragen hienach, gleiche Schärfe 
der Messungen vorausgesetzt: 

a:, =7, — ^=86» 36' 43", 

Xs = k —~^ 90" 36' 24", 

a,-3 = /g — ^ = 52» 67' 53" 

und ergeben die durch die Theorie geforderte Summe. 

Es kann indessen leicht geschehen, daQ ein Dreieckswinkel 
infolge äußerer Umstände mit bedeutend größerer beziehungsweise 
geringerer Genauigkeit als die beiden andern bestimmt wurde. Dies 
wäre z. B. der Fall, wenn man von einem Punkte aus sehr nahe 
gegen die Sonne visieren mußte und deshalb das Fernrohr oder die 
Alhidade nicht so scharf einstellen konnte. Man muß alsdann die 
Größe des betreffenden mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers 
vergle ich ungs weise gegen die der übrigen schätzen. Wenn also bei- 
spielsweise die Genauigkeit in der Bestimmung des Winkels /, nur 
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halb BO groB, somit der mittlere oder der wahracbeinliobe Fehler 
doppelt so grofi erscheint wie bei ts und I3, so darf man annehmen, 
daß die Verbesserungen, welche die erforderliche Ergänzung der Summe 
zu ISO" darstellen sollen, in demselben Verhältnisse stehen. Bezeichnet 
man die Verbesserungen für ^ und U mit X, so hat man alsdann: 

{li + 2 i) + (^ + A) -f- (/, -5- A) = 180«. Daher ist il^ w, 
woraus A'=- folgt; hiebei bedeutet wieder w die Abweichung der 
Summe der drei gemessenen Winkel von 180". Der Winkel ?, wäre 
also um —w und die beiden andern um —w zu ändern. 

2. Beispiel. HorizontabschluB. Es seien die Winkel 
zwischen den um einen Funkt A im Horizonte liegenden vier Objekten 
1, 2, 3 und i gemessen worden; hiebei wurde erhalten: 

(1.2) = ?,= 760 28'2e-3r', Gewicht p, = 2, 

(2 . 3) = ^, = 1 12 16 6403 , Gewicht pt = i, 

(3.4) = /j = 101 42 1394 , Gewicht j3g = i, 
(4.l) = ii= 70 33 2815, Gewicht JJ4 = 1. 

Man hat hier vier Unbekannte, welche der Bedingung unter- 
worfen sind, daß ihre Summe = SSO" sein maß, denn die Summe 
der Winkel um einen Punkt hernm muß 360" ergeben. Die wahr- 
scheinlichsten Werte der Unbekannten seien Xi, Xi, Xs, ^4- Nimmt 
man zur Vereinfachung der Rechnung für diese unbekannten Winkel 
die Näherungswerte l,', Z,', l^', ^4' an, und setzt, mit |i, |j, |b, 64 die 
gesuchten wahrscheinlichsten Verbesserungen dieser Näherungswerte 
bezeichnend, 

3;i==V + Ei= T5»28'26" + 6„l 

x, = k' + ^. = n2 16 64 +U , ^Obei 

a:, = V + l,= 101 42 14 + g,, ^'i + ^« T ^» -fa;* = 360» 

ar^ = i/ + |^= 70 33 28 +£4,] ^^*' 



j-'i +a:j-[-Xg -|-iCi = 860'» = 360« O' 2" + 1, + |, + |j -|- Ij, 
so ergibt sich die abgeleitete Bedingungsgleichung 

1) li+li+l. + S, + 2" = 0. 

Wenn keine Bedingungsgleicbung vorliegen würde, so müßte 
?i' + l( — 'i^O, i=l, 2, 3, 4, sein, also das System der Gleichungen 
bestehen : 

{I, — 0-87'' = 0, 
|j — 003" = 0, 
i, -i-0-06" = 0, 
i — 015" = 0, 

Lff TOD BeobftchtungvD. lo 



2) 
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Es wären sonach 

8) g, = 0-a7", |, = 003", |j = — 0-06", 1^ = 016" 

aohon die wahrsoheiDliobsteD Werte der Verbesserungen. Wenn aber 
die Beobachtungswerte die Bedingungsgleicbung 

niolit erffillen, so Verden die wahrsobeinliobsten Werte von £i, |,, 
St, ^ nicht mebr die durch die Gleicbungen 3) angegebenen Werte er- 
halten, aondern mftaeen eo beatimmt'werden, daß auch die Gleichung 1) 
erfüllt wird. 

Man hat hier 4 Unbekannte, zwischen welchen 1 Bedingungs- 
gleicbuag besteht. Mit Hilfe der letzteren eliminiere man nun eine 
Unbekannte, etwa 6« = — 2 — |, — ^ — ^, wodurch sich zwischen den 
drei übrigen unabhängigen Unbekannten folgende 4 Fehlerglei- 
chungen ergeben: 

ü, = gl — 0-87, Gewicht^ = 2, 

ij = Ij — 0-03, Gewicht^, = 4, 

A, = 6, + 006, Gewicht j>, = t, 

A, = — 1,~-|, — Is — 216, Gewichtp4 = l. 

Die allgemeine Form dieser Fehlergleichungen ist: 
A, = a(£i + 6,£g + <^il« — ™'. Gewicht =^i. 
Um sie für die Beobachtung vom Gewicht eins umzuwandeln, hat 
mau dieselbe bekanntlich (Punkt T des V. Abschnittes) mit Vpi zu 
multiplizieren und erhSlt: 

oder _ 

It Yp, = a/Xi + bl i, + c/ ig 4- m/. 

Die Ausgleichung gibt nun anstatt ,[AA] ein Minimum" für die 
Summe [pX}^ ein Minimuna. 
Es ist sonach 

<h' = Y2, 6i' = 0, Cj' = 0. m,'=--0-37K2, 
o,' = 0, bt = VI, cj' = 0, wi,' = — 0-08 KI, 
= + 006 Yl, 
= — 215; 
= 1-41, 



Ob' 


= 1), 


6.' = 0, 


c=f 


4, >«.'. 


"4' 


-- 


1, i/=- 


1, c,' = - 


-1, m/ 


[»■»■] 
[<"■»■] 


= 3| 
= 1, 


[iV] = l, 


[cV]=S, 
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Die Normalgleichungen lauten daher: 

Sg.-I- I.+ |, + 1-41=0, 

5i + ög,+ g, + 2-08 = a, 

I.+ £. + 665 + 2-89 = 0; 
hieraas erhfilt man fQr die wahrscheinlichsten Werte der Verbesse- 
mngea 

I, = — 0-268", I, = — 0-281", |j = — 0-371". 
Mit dieses Werten ergibt sieh ana der Bedingvngsgleiohung l) 
der Wert g, = — 1-095". Die wahrscheinlichsten Werte der vier 
Winkel sind also: 

X, = I,' + 4, = 760 28' 26-74T' 
a^ = V + is=112 16 63-719 
Xb = /g' + 6s ^ 101 4! 18-629 
a;^ = V + 6*= '0 88 26-905 
Summe = SSO» 0' O'OOO". 
Anmerkang 1. Bei einem sphärischen Drdeoke (Engel- 
dreiecke) ist bekanntlich die Summe aller drei Winkel größer als 
ISO" und kleiner als 640». Sind X,, X„ X, die Winkel eines sphäri- 
schen Dreieckes in Qraden, so heißt die stets positive Differenz 
Xi-\-Xt+ Xa — iSO", d. h. der Überschuß der Winkelaumme über 
180°, der sphfirische Exzeß des Dreieckes. Bezeichnet man ihn 
mit e", Bo hat man für die Summe der drei Winkel eines sphärischen 
Dreieckes den Ausdruck ISOO + e". Bedeutet / den Flächeninhalt 
eines sphärischen Dreieckes und r den Kngelhalbmesser, so hat man 
bekanntlich 

Anmerkung 2. Die bei Längenmessungen mit Ketten und 
Stäben auftretenden Fehler sind teils unregelmäßig, gleich wahr- 
echeinlich positiT und negativ, teils regelmäßig oder einseitig wirkend. 

Für die folgende Betrachtung sei nur das Auftreten von un- 
regelmäßigen Fehlern vorausgesetzt. 

Eine Länge L werde durch n-maliges Aneinanderreihen der 
Maßstablänge l erhalten; es Ist also 

1) L = l-\-l + l-\- -\-l = nl. 

Jede Maß&tabanlage habe den mittleren Fehler (i, dann ergibt 
sich nach dem Fehlerfortpflansungsgesetze für den mittleren Fehler 
liL der gemessenen Strecke L: 
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/»/. = >' (i* + f** + f**T-- 


■• + (•• = 


Vi- 


'fjVI 



¥nu,'=^fi Yn, 



Hierin Bind fi und l konstant, d. h. unabbängig von L. Aus 

■-^~ = -p= erkennt man, daß der Quotient r?^ den mittleren Fehler 

fQr die Längeneinheit bedeutet. Bezeichnet man denselben mit ft,, 

setzt also ■^ = lhi so öbergeht 3) in ^£ = fi, K-^. Man hat also den 

wichtigen Satz: Wird nur das Auftreten zufälliger Fehler 
-vorausgesetzt, so wächst der mittlere Fehler der Längen- 
messang proportional der Quadratwurzel der Länge {Qna- 
dratwurzelgesetz für die direkte Längenmessung). 

Um nun die Genauigkeit irgend welcher Längenmessungsart 
zahlenmäßig zu bestimmen, könnte man etwa eine Länge L wiederholt 
mit demselben Längenmesser messen, den mittleren Fehler fiL einer 
einzelnen Messung von der Länge L ableiten und hieraus gemäß 

ri 

Ein Zahlenbeispiel wird dies klar machen; hiebei soll der wahr- 
scheinliche Fehler als OenauigkeitsmaB angewendet werden. Man 
habe zehnmal nacheinander dieselbe Strecke mit einer 20 m langen 
Kette gemessen und die gefundenen Maße, wie die nachstehende 
Tabelle ersehen läßt, bis auf 1 cm abgelesen. 



Gemessene Länge 
in Metern 

92-65 

92'47 
92-55 

92-ai 

92-43 
S3-01 
92-62 
92-49 
9229 
92-38 



— 0-14 
-1-0-04 

— 004 
+ 0-20 
-r 0-08 

— 0-50 

— 0-01 
+ 0-02 
+ 0-22 
+ 0-13 



0020 
0002 
0-002 
0-040 
0006 
0-260 
0000 
0000 
0*048 
0017 
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Die wahrscbeiDlichste Länge der Strecke ergibt sich aus dem 
arithmetiscben Mittel der gemessenen Längen und man findet hiefür 
92'Blm; ferner ist [XA]=ü-88Ö. Der wahrBoheinliclie Fehler der 
Alessung der ganzen 9251 m langen Strecke hat somit die GröSe: 

r = 0-67449 [ — — ■- = 67449 Yo-OiZ% = 67449 X 0207 = 0139 m. 

Der wahrscheinliche Fehler für die Länge eines Meters wird 
erhalten, wenn man jenen für die ganze Strecke durch r 92'Cil = 9'62 
dividiert; er ist daher gleich 0'0145nt; der wahrscheinliche Fehler 
für eine Kettenlänge oder 20m beträgt somit 0-0145K20 = 0-0648m. 

3. Maxima und Minima von Funktionen mehrerer abhängigen 
Variablen (Maxima und Minima bei Angabe von Nebenbedin- 
gungen). 

Ehe zur zweiten, direkten und wichtigeren Behandlung be- 
dingter Beobachtungen geschritten werden soll, möge die nach- 
stehende Einschaltung aus der Differentialrechnung gemacht werden. 
Diese Einschaltung betrifft die Bestimmung der extremen Werte von 
Funktionen mehrerer abhängigen Variablen oder die Bestimmung 
der relativen (bedingten) Extreme. Für die direkte Behandlung be- 
dingter Beobachtungen ist die Kenntnis dieser Theorie unerläßlich. 

Häufig tritt der Fall ein, daß die veränderlichen Größen x,, x^, 
, x„, von welchen die Funktion 

1) y=f(xt< ^»> , a;„), 

welche ein Extrem werden soll, abhängt, an gewisse Bedingungen 
gebunden sind, welche durch die Qleiohungen 

{vA^u x„ , a.-,) = 0, I 
9'2(«.. 2'«. a-«) = 0, i 
> 'Anzahl y 
9A^\' ^ , x«) = J 

ausgedrückt sind. In diesem Falle sind die Variablen voneinander 
abh&ngig und die Aufgabe besteht darin, solche Werte der Verän- 
derlichen x^, Xt, , x„ ausznmitteln, welche die Funktion y zu 

einem Extrem machen und gleichzeitig die Bedingungsgleichungen 2) 
befriedigen. 

Zur Auffindung dieser Werte bietet sich zunächst folgender 
Weg dar: Ist n die Anzahl der Veränderlichen und g jene der Be- 
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dingungsgleiohuDgen, wobei g notwendig kleiner sein muß als n, so 
kann man mit Hilfe dieser Bedingungegleichnngen g Variable aus 

y =f{Xi, X,, , x^) eliminieren, indem man sie durch die ilbrigen 

n — ^ Veränderliohen ausdrückt. Diese Funktion wird dann nur 
mehr n — g voneinander unabhängige Veränderliche ent- 
halten und kann nach den Vorschriften zur Bestimmnng 
absoluter Extreme behandelt werden. 

Dieses Verfahren ist aber nur selten das kürzeste nnd häufig 
wegen der Unmöglichkeit, die erforderlichen Eliminationen zu be- 
werkstelligen, unausführbar. Es soll daher noch ein anderer Weg 
ZOT Lösung des vorliegenden Probleme gezeigt werden. 

Damit die F^inktion f{xt, x^ , x„) ein Extrem werde, 

muß zunächst die Gleichung 

») ^y=l-^<''=t + ^'i'=> + + ^^/='-''> 

erfüllt werden. Aus dieser Gleichung würde sogleich 



folgen, wenn die Veränderlichen x„ xg, , x^ und somit auch 

deren Differentiale voneinander unabhängig wären; dies ist aber 
nioht der Fall. Durch Differentiation der Bedingungsgleiohungen 2) 
erhält man: 



-^,2,. -u£B 



dv, = ^^^-'dx, + ?S!dx. + + iS>dx. = 

^' 9x, ' c'xt PXk 

und kann nun mit Hilfe dieser Gleichungen, g an der Zahl, eben- 
soviele Differentiale aus der Gleichung 8) eliminieren. Die übrig- 
bleibenden n — g Differentiale sind nunmehr voneinander anab- 
hängig, und indem man die Koeffizienten derselben gleich Null setzt, 
erhält man n — ^ Gleichungen, welche in Verbindung mit den ge- 
gebenen g BedingUQgsgleichungen zur Bestimmung der n Unbe- 
kannten hinreichen. Dieses Verfahren erfordert, wie man sieht, nur 
Eliminationen aus linearen Gleichungen und ist demnach immer 
ausführbar. 
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Die Elimination wird oft mit Vorteil mittels unbestimmter 
Multiplikatoren bewerkstelligt (Methode derLagrangesoheoMnlti- 
plibatoren). Za diesem Zwecke multipliziere man jede der Gleichnn- 

gen i) mit einem unbestimmten Faktor ki,kt, ,kf und addiere 

dieselben sodann zur Gleichung 3); man findet dadurch: 

5) dy + k,d<pi-\-ktdfi-i- 4-ft,dq[., = 0, 

oder entwickelt und nach den Differentialen geordnet: 



■*i^P + *.^ 



•-\-K 



3 XiJ 



(l£+*.|l:+*.|S+ +".'£>-- + 






^s^ 



3XiJ 



^.' 






dx.= 



In dieser Gleichung hat man nun zunächst die Koeffizienten 
derjenigen Differentiale gleich Null zn setzen, welche man elimi> 
nieren will; die übrig bleibenden Differentiale sind sodann will- 
kürlich and aus diesem Grunde ihre Koeffizienten ebenfalls gleich 
Null zu setzen. Auf diese Weise erhält man das System der n Glei- 
chungen ; 



'^+*,'^ 

S^-, +"'2. 



V . 






3ipt 



• Si:, 



= 0. 






+ ■ 



■ + *, 



aus welchen alob dnroh ElimiDation der Multiplikatoren h^, k, , 

kg, g an der Zahl, die n — g Endgleiohangen ergeben, welche in 
Verbindung mit den Bedingungsgleichuagen 2) die gesuchten Werte 
der Variablen bestimmen. Man erkennt, daß die Bediugungsglei- 
chungen 2) und die Gleichungen 7), zusammen ^ -t~ *> an der Zahl, 

gerade zur Beatimmnng der g + n Größen k,, k,, kg-, Xi, x^, 

X. ausreichend sind. 

Man bemerkt von selbst, daß die linken Teile der Gleichun- 
gen 7), auf deren Bildung es nur ankommt, nichts anderes sind, als 
die partiellen Differentialquotienten der Funktion 



F(x„ : 



'■■)=/+*iTi+*s9i + + *«».; 
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man erhält dieselbe, wenn man zur Funktion, welche ein Extrem 
werden boII, die linken Seiten der auf Null reduzierten Bedingunga- 
gleicbungen addiert, nachdem zuvor jede dieser Seiten mit einem 
unbestimmten Faktor multipliziert worden ist. 

Alles kurz zusammengefaßt gibt die Regel: 

Um die Wertsysteme der Variablen x„ Xt, , x» zu 

finden, für welche die Funktion /{.r,, x^, , x„) bei Er- 
füllung der Bedingungsgleichungen 9'i=<}, ^ = 0, 

ipg = einen extremen Wert erhält, bilde mau die Funktion 

F=f-\- ki(pi+kt(pi-j- + A^ tpj- , 

suche sodann die Systeme der Variablen Xi, .^j , a;, und 

die Werte fti, Aj, , fcj, auf, welche F zu einem Extrem 

machen; die dabei erhaltenen Systeme Xi, x^ , x„ sind 

die gesuchten. 

Auf diese Weise findet man alle Wertsysteme der n Verän- 
derlichen, für welche möglicherweise ein Extrem eintreten kann. 
Ob dann für ein so gefundenes Wertsystem wirklich ein Extrem 
eintritt, geht in vielen Fällen schon aus der Natur der Aufgabe her- 
vor. Deshalb möge hier die etwas weitläufige Entwicklung eines all- 
gemein gültigen Kriteriums übergangen werden. 

4. Ausgleichung bedingter Beobachtungen mittels Korrelaten 
(direkte Lösung des Problems). 

Außer der im Punkte i dieses Abschnittes dargestellten in- 
direkten Lösung läßt das Problem eine direkte Losung zu, die auf 
dem Prinzips beruht, die Summe [l i\ so klein zu machen, als es die 
Bedingungen 1) des Punktes 1 dieses Abschnittes gestatten. Analytisch 
kommt dies darauf zurück, das System der l so zu bestimmen, daS 

[AÜ] ein Minimum 
werde unter gleichzeitiger Erfüllung der Gleichungen: 
[aAj+ic, = 0, 
[b X\^wt = 0, 



1) 

\3l] + w, = Q; 

dies aber ist dann geschehen, wenn man die X und die Multiplika- 
toren A'i, ^2, kg 60 bestimmt, daß die Funktion 

2) (ii]-2Ä,{[ai] + w;.}-2A-,{[&i] + w,)- ■ - 2 A^ { [j A] 4-1^,} . 
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ein absolutes Minimam erlangt und die Gleichungen 1) befriedigt 
werden. Die Multiplikatoren Bind deshalb negativ und zweifach 
gewählt, weil sich nachher — 2 wieder von selbst tilgt. 

Die Ausführung dieser Forderung, wobei man sich auf den 
Fall von drei Bedingungsgleichungen beschränken möge, führt, wenn 
man 3) bezüglich der einzelnen A differentiiert, auf das Gleichungs- 
system : 

{i, = a, ft, -|- i, ki + d ka, 

1[ai.]~\-w, = 0, 
[UJ + .«, = 0, 
[c ;.] -;- ifs = 0, 

das aus n+3 Gleichungen besteht und daher zur Lösung. der Auf- 
gabe (Bestimmung von ft,, ftj, k^, ferner von X,, Aj, X„) gerade 

ausreicht. 

Die HilfsgröBen A'i, k^, , k^ heißen nach GauB Korrelaten 

der Bedingungsgleichungen; die Gleichungen 3), welche die X 
durch sie ausdrücken, die Korrelatengleichungen. Korrelaten 
sind in derselben Anzahl vorhanden, als Bedingungsgleichongen vor- 
liegen. 

Durch Einsetzung von 3) in 1*) ergeben sich zur Berechnung 
der Korrelaten die Normalgleichungen: 

( [aa]k, + [al>]k,-^[ar]k,-\-w, = 0, 

i) \ [ab]k,-\-[bb\ki-\-[bc]ki+Wi = 0, 

\ [acjÄ-, + [Aclfr,+[cclA-8+iüg = 0; 
dieselben sind ähnlich gebaut wie die Normalgleichungen bei ver- 
mittelnden Beobachtungen. 

Ist die Berechnung der Korrelaten vollzogen, so erhält man 
durch Einsetzen der für dieselben gefundenen Werte in 3) das vor- 
teilhafteste System der l, und damit ist auch das vorteilhafteste 
System der Werte der Unbekannten gefunden: 
■i = ^> + A., 



6) 

Zur Auflösung der Normalgleichungen wird man, sobald ihre 
Zahl einigermaßen groß ist und ihre Koeffizienten vielziffrige Zahlen 
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sind, . das im Punkte 8 des V. Abschnittes erläuterte Verfaliren von 
Oaaß anwenden, welches schließlich zu dem System reduzierter 
Normalgleichungen: 



[oa] [oo] . 



-[64.1]* 



*.+ 



= 0, 



66.1]" 

.2]- 



hißführt. Dabei haben die neu eiDgeführteo Symbole [ut.l], [lOi- 1], 
[icg . 3] folgende Bedentung: 

[KJ, . 1] = lOj - LJ. „„ 

r .1 l^^] 



7) 



K.2] = [W8.1]- 



"[66.1] 



[ic.l]. 



Es erübrigt noch die Oenauigkeitsbestlmmung. Was den 
mittleren Fehler einer Beobachtung anbelangt, so ergibt sich 
dieser aus der Bemerkung am Schlüsse des Punktes 1 dieses Ab- 
schnittes, wonach die Aulgabe der Ausgleichnng von n Großen mit 
g BedinguDgsgleicbungen äquivalent ist der Ausgleichung von n 
vermittelnden Beobachtungen mit u = »i — ^Unbekannten; mithin 
ist der im Punkte 3 des V. Abschnittes (Seite 134) abgeleiteten 



Gleichung ft = 



zufolge 



.=r»-^^)=r' 



[XI] 



Dieser mittlere Fehler bezieht sich aber auf die einzelne Beob- 
achtung als solche, nicht aber auf die ausgeglichene Beobach- 
tung, die durch die Ausgleichung mit den andern Beobachtungen 
in Kombination getreten ist. Um z. B. den mittleren Fehler von 

zu bestimmen, wäre der folgende Weg einzuschlagen. Nach 8) stellt 
sich }.i durch die Korrelaten dar; für diese ergeben sich aus 4) line- 
are Ausdrücke der Jc; die w aber eind nach 2) des Punktes 1 dieses 
Abschnittes Funktionen der unabhängig erhaltenen Beobachtungen 
/i, k, , /.; folglich Ist Xi auch eine Funktion dieser letzteren 
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Größen, und der mittlere Fehler von x ist mit Benützung von (t nach 
den Vorschriften des Punktes 6 des IV. Abschnittes (Seite 106, all- 
gemeiner Fall) zu berechnen. Hiemit sei hier nur die Angabe des 
wesentlichsten Gedankenganges angeführt, der immer zu befolgen 
ist, wenn es sich um die Genauigkeits bestimm ung einer Funktion der 
ausgeglichenen Beobachtungen handelt; bezüglich der systematischen 
Durchführung seiauf die Auagleichungsrechnungu. s. w. von Helmert, 
1872, Seite 174, (III. Mittlerer Fehler einer Funktion der anage- 
glichenen Beobachtangswerte) bingewiesen. 

Eine summarische Reobnungskontrolte besteht In der zwei- 
fachen Bestimmung von [K l], AuBer der direkten Bestimmung, welche 
in dem Quadrieren der einzelnen i. und darauffolgender Summen- 
bildung besteht, gibt es eine indirekte Berechnung Jener Summe. 
Multipliziert man nämlich jede der Gleichungen S) mit dem ent- 
sprechenden i. und bildet hierauf die Summe unter Rücksichtnahme 
auf 1*), so er gibt sich: 

9) {lK] = — [kw]. 

Man bedient sich in der Praxis zur Ausgleichung bedingter Be- 
obachtungen gewöhnlich der bequemeren direkten Methode; denn ist 
die Anzahl der Unbekannten und Bedingungsgleichungen beträchtlich, 
so wird die indirekte Methode Infolge der auszuführenden Elimina- 
tionen weitläufig. 

Die allgemeine Untersuchung soll nun auf den Fall von vier 
Unbekannten X|, Xj, Xg, X« mit drei linearen Bedingungsgleichungen 
angewendet werden. 

Zwischen den wahrscheinlichsten Werten x der Unbekannten X 
mögen folgende streng zu erfüllende Bedingungsgleichungen besteben: 

IOo -j- Ol Xi -f- a, iKj -f Os x, + o* a;4 = 0, 
io + &i iC| +bjXi+ 6( Xa -\-biXi = 0, 
Co + Ci x, + Cj a^ + Cg Xg +CiXi =0. 
Setzt man an die Stelle der wahrscheinlichsten Werte x,, Xj, 
xg, X, die Beobachtungswerte I,, ^, lg, J«, so werden die Gleichun- 
gen 10) nicht befriedigt, sondern sie geben: 

(Oo + «1 ?i + Oj /j + Og Zj -|- a, /t = w„ 
K + bJi +bik+f>8h + btlt = v)t, 
Co -f Ci ^1 + «^ ^» + "a 'a + "< ^4 =^ "'s- 
Damit die Widerspräche w,, u^, w^ verschwinden, sind an den 
Beobachtungswerten li, U, U> h beziehungsweise die Verbesserungen 
^ii ^1 ^> h anzubringen, d.h. man setzt: 
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Hiemit geht die erste der Gleichungen 11) über in: 

a„ + a,(/,+Z,> + «,(i. + M + «s(/8 + i,) + «4('. + i4) = 0; 
subtrahiert man hievon die erste Gleichung des Systems U), so er- 
hält man: 

«I il + «8 A, + flg A, 4- «4 ''■4 + '"l = 0. 

Es besteht also zwischen den Verbesserungen das Gleichungs- 



f a,li-'<jAs+<»sAs + ä4A. + io,=0, 

IS) I AiA. + A»ii +^A, + 6«i4-i-«'s = 0, 

Mit Anwendung von Summenklammern kann man il) und 13) 
auch achreiben: 

( «„ + [«/] = «.„ 

14) \ i« + [Ä/] = 'r«, 

t [ai]=-^.„ 

15) \p}.\ = — w^, 
I [cA] = — ((-■,. 

Die drei Gleichungen 18) bezeichnet man ebenfalls'als Bedin- 
gnngsgleichuageo, als sogenannte abgeleitete Bedingungsglei- 
chungen; sie geben die Bedingungen an, welche die Verbesserungen i 
genau erfüllen müssen. 

Äußer den Gleichungen 13) hat man zur Bestimmung der X 
die Grundbedingung: 

16) [AA]=a,' + V + 'la' + 'l** ein Minimum. 

Um dieses Minimum mit Rücksicht auf die Nebenbedingungen 13) 
zu erhalten, hat man nach der Theorie über relative oder be- 
dingte Extreme (siehe Punkt 3 dieses Abschnittes) folgenden 
Vorgang einzuschlagen: 

Man multipliziere die linken Seiten der auf Null reduzierten 
Bedingungsgleichnngen 13) der Reihe nach mit den unbestimmten 
Multiplikatoren — Zky, — Zh^, — 2 Ä-,, addiere sodann diese Produkte 
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zur Funktion 16), die ein Minimum werden soll, also zu [II], ordnet 
endlich uacli A,, i^, If, k„ ao erhält man die Funktion: 

17) F{Xi, Xt, i,, U) = i,* — 2 (a, A'i -f i, ftj + c, h^f Xy + 
-j- A,* - 2 (a, Ä'i -7- 1, frj -j- Cj fra) J^ + 
+ is' - 2 (% Ä-i + *ii *» + fs A») i. + 
4- A,' — 2 (a* Äi 4- ij A, + C4 ht) i, — 
— 3 (üJ, fci -f HJ* ^ + '"s *■()■ 
Die Bedingungen dafOr, daß [XX] unter Einhaltung der Glei- 
chungen 13) ein Minimum erlange, sind die nämlichen wie die Be- 
dingungen für ein absolutes Minimum der mit den Konstanten k^, 
*■». ^8 gebildeten Funktion /"{A,, ;,, X^, X^). 
Diese Bedingungen lauten: 

5F 3F SF SF ^ 

c'A, c'Äj dX^ dXi 

oder mit Rücksicht auf die apezielleForm der Funktion F{Xy, X,, Xs,Ai): 

Setzt man diese Ausdrücke wieder In die Bedlngungsgleiohun- 
gen IS) und ordnet nach ft,, k^, k^, so bekommt man zur Bestimmung 
der Korrelaten die Normalgleichungen; 

19) ■ [ab]k,+{bb]k,^[bc]k,+wt^0, 

I [ac\ki -^[bc]]ct-{-{cc]ki+Wa^O; 
ihre Anzahl ist gleich der Anzahl der Bedingungsgleiohungen. 

Zusammenfassung: Nachdem die Koeffizienten (i, b, c und 
die Widersprüche w,, ir„ uig der Bedingungsgleichungen 13) bestimmt 
sind, berechnet man die Koeffizienten [aa], [ah] u. s. w. der Normal- 
gleicbungen 19), löst diese nach A'i, kt, frg auf und berechnet dann 
aus 18) die Verbesserungen A,, X,, X», X^. Die Zufügung der Xi, A,, 
Ag, Ai zu den zugehörigen Beobachtungen /,, l^, /g, /« gibt dann die 
wahrscheinlichsten Wert© Xi, a-j, x^, x, der Unbekannten .Y,, A'j, Xg, A'4. 

Nachdem A|, Ag, A,, A, ausgerechnet sind, findet man auch die 
Quadratsumme X,^ -\- X,' -\- Xa* -\- X^^ = [X X] und hierauf den mittleren 
Fehler n einer Beobachtung aus 



= p 
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Beispiel. Um das Verfahreo an einem einfachen Beispiele 
zu erläutern, nebme man an, es seien die Winkel zwischen den um 
einen Punkt A im Horizont liegenden tQnt Objekten 1, 2, 8, 4 und 5 
mit gleicher Genauigkeit gemessen worden, und man habe erhalten : 

{l.Z) = li= 40029' 17", 

(2.8) = ;,= 80 86 26 , 

(3.4)=^= 9« 24 38 , 

(4 . B) = I4 = 30 7 26 , 

(5.1) = 1^ = 112 23 48 . 

Die Summe dieser Winkel beträgt: 

ii + ^-\-k-i-k + h = 360" 0' 36". 
Da die theoretische Summe, der sogenannte HorizontabscbluB, 
gleich «860» ist, so iat der Widerspruch 860» 0' 36"— 3600 = 35" und 

A.+A. + i« + A4 + i* + 36" = 

die von den Verbesserungen zu befriedigende Bedingungsgleichung. 
Da a, = 0, ^ Oj ^ 04 ^ Ob ^ 1 und alte weiteren Koeffizienten 
ans der allgemeinen Darstellung Null sind, lauten die Korrelaten- 
gleichungen : 

die einzige Normalgleichung für die Bestimmung der Korrelate k 
heißt: 

6Ä;-1-3B"=0; 

daraus rechnet sich die Korrelate mit: 

k=~7", 
somit Ist auch: 

Der Widerspruch ist also im Falle gleicher Genauigkeit der 
Beobachtungen auf alle fQnf Winkel — ohne RQcksicht auf die Größe 
der einzelnen Winkel — gleichmäßig zu verteilen. Die ausgeglichenen 
Beobachtungen 

X, = 1, +Ai= 40» 29' 10", 

Xt = k-\-lt= 80 35 19 , 

Xg = lt-\-l,^ 96 24 31 , 

x^ = l^-\-l^^ BO 7 19 , 

Xi^k + li^nZ 28 4t 
erfüllen die durch die Theorie geforderte Summe, denn 

Xi -\- Xi -\- X) -\- Xi -\- x^ = seo* 
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Weil [X^] =5X48 = 346, bo ist der mittlere Fehler einer un- 
ausgeglichenea Beobachtung 



f^ 



Um den mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobaohtong 
a^ = ^1 -j- ^1 zu erhalten, beachte man, daB li=k, weiter k^ — — 
und w^li-\-l,-\-lt-^l4-\-ls~S ist, wenn S die theoretische Winkel- 
summe bedeutet; mithin ist 

S . 4 , 1 , 1 , 1 , 1 , 

^■ = t + t''-t^-t^«-t^*-t'^ 

und daher nach Funkt 6 des IV. Abschnittes (Seite 106, allgemeiner 
Fall): 

= fi X 0-8944" = 13-997"; 
ebenso groß ergeben sieh ft^ , fi^, (t^ nud fi, . 

Wie man sieht, werden die mittleren Fehler durch die Aus- 
gleichung vermindert 

5. Beobachtungen ungleicher Genauigkeit. 

Sind die Beobachtungen /i, 1%, ,ln ungleich genau und ist 

das VerbSltnis ihrer Genauigkeit durch die Gewichte ^i, pi, ^. 

gegeben, so bilden die Forderungen: 

[pXX] ein Minimum, 

1) [o^H-Wi =0. [b^ +m;, = 0, [cü] -|-Wb = 
die Grundlage der Lösung, drei Bedingungsgleichungen voransgeaetzt 

Durch einmalige Differentiation der Funktion 

[plA]-2Ä,{[ai] + «..)-2Ä,{[6l] + «^)-2Ä,{[cA]-f w,) 

bezüglich der einzelnen X und Nullsetzen der Ableitungen ergeben 
sich die Korrelatengleichungen: 

Vi yi yi 
Pt rt pt 
y. y. y. 
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ihre Einführung in die Bedingungsgleichuagea 1) liefert die No 
gleichungen für die Bestimmung der Korrelaten: 



l p J ' l. p J Ly 






[bei 



deren Auflösung nach demselben Schema vor sich geht wie im Falle 
gleich genauer Beobachtungen. Aus den KorrelateB berechnen sich 
nach Z) die Verbesserungen und aus diesen die ausgeglichenen Beob- 
achtungen : 

4) { 



Für den mittleren Fehler der Gewichtseinheit gilt nun 
die aus Funkt 7 des V. Abschnittes, Gleichung 6) (Seite 145) her- 
vorgehende Formel ^__ 

wenn g die Anzahl der Bedingungsgleiohungen bedeutet. 

Der Beobachtung ^ an sich, also vor der Ausgleichung, kommt 
der mittlere Fehler 

"- r^. 

zu; um den mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobachtung 
.r.i =^ li -\- Jli zu bestimimen, müßte der im Punkte 4 dieses Abschnittes 
(Seite 202) angedeutete Weg eingeschlagen werden. 

Die Summe {pi.}.] kann auch hier zur Kontrolle auf indirektem 
Wege bestimmt werden; es ergibt sich aus den Gleichungen 2) mit 
Zuhilfenahme von l) so wie im früheren Falle: 

7) \pXX]=-lkw]. 

Beispiel. Horizontabschluß. Es seien die Winkel zwischen 
den um einen Punkt A im Horizonte liegenden Objekten 1 , 2, 3, 4 
gemessen worden und man habe erhalten:*) 

*) Siehe die LSaung desaelban BelBpieU nach der Indirekten Methode unter 
Punkt 2 dteBes AbBchnittes, Seite 193. 



dbyGoogle 



(1.2) = /,= 76« 28' 26-87", Gewicht p, = 2, 

(2 . 3) = Zj = 112 15 6408 . „ Pi = *, 

(3.4) = ^ = 101 42 18-94 , „ p. = 4, 

(4.l)=i4= 70 83 28-16 , , p4 = l. 

Die Snmme 

7, + /, + /, + i^ = 860« 0' 2-49" 

zeigt gegenüber der theoretischfin Summe 360° einen Widerspruch 
w = 2-49", so daß die Bediogungegleichung 

Ai + Ai + 4 + ^ + 2'49" = 
ZU befriedigen sein wird, Da in der einzigen Bedingnngagleiohung 
alle Koeffizienten gleich sind, so lauten die Korrelatengleiohungen : 

x.-'L, ^.L, ;^ = iL, i. = L 
Pi Fa P( P4 • 

und die Normalgleiohung : 
so daß 



"m 



yj ,+T + X + - 



Mithin ist: 

1-246 

1-245 



:= — 0-911", 



und die ausgeglichenen Winkel 

Xi=lj-rl,= 75'>28'25-747", 
a-, = /g-i-'l»=lI2 15 58-719 , 
a^ = iB-|-A, = 101 42 18-e2» , 
Xt = l^-{-l^= 70 33 26905 

ergeben die theoretische Summe 3600. 

Durch direkte Ausrechnung findet man 
[;)AA] =3-100051; 
mittels der Kontrollgleichung 7) 

[p}Ll] = 1-246 X 2-49 = 3-10005, 
daraus bestimmt sich der mittlere Fehler der Gewichtseinheit 
(t = fs- 10006 = 1-76"; 

KOE&k, AUHtfldcliiuiv V4JR Beobftcbtunnen. 14 
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die anausgegliohenen Beobaohttmgea taabea somit die mittleren 
Fehler: 

Um den mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobacbtucg 

^, = /, + A, 
zu finden, beachte man, daß 

A,= — , weiter k = — -^ und w = ^, + ?» + ^s + ^4 -«, 

[j] 

wenn S die theoretische Winkelsumme bezeichnet; mithin ist 

S 



"^S'^^^f'^'^t 



und nach Punkt 6 des IV. Abschnittes (Seite 105, allgemeiner Fall): 
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ebenso findet man: 

LpJ 
die mittleren Fehler erscheinen durch die Ausgleichung vermindert. 

Anmerkung. Zur unzweideutigen Festlegung von 8 Strahlen 
iu einer Station sind a — 1 Winkel erlorderJich ; hat man mehr 
Winkel, z.B. z Winkel gemessen, so sind z— (» — l) Winkel über- 
schüssig und es ist nötig, auf der Station eine Ausgleichung vor- 
zunehmen. Die überschüssige Anzahl der gemessenen Winkel gibt 
die Anzahl der Stationsgleichungen , die uaturgemäB Winkelglei- 
chungen sind und denen die Bedeutung von Bedinguugsgleichun- 
gen zukommt. Unter Horizoutabschluß versteht man die 
Aufgabe, die um einen Punkt liegenden Winkel auf seo" auszn- 
gleichen. Ein HorizontabschluS, in welchem uur eine Bedingungs- 
gleichuug zwischen den gemessenen Winkeln besteht, wobei also 
nur so viele Horizontalwinkel ermittelt wurden, als zum Schlüsse 
des Horizontes erforderlich sind, wird ein reiner Horizont- 
abschluB oder ein Horizontabschluß ohne Kontrollmessung 
genannt. Es g.bt auch Horizontabschlüase, in welchen zur Fest- 
legung von « Strahlen nicht s, sondern z > s Einzelwinkel gemessen 
werden; die Anzahl der Bedingungsgleichungen ist daher größer als 
eins. Ein solcher Horizontabschluß wird als HorizontabschluS 
mit KontroUmeasungen bezeichnet Wenn man iu einer Station 
mehrere Richtungen bestimmt, welche nicht den Horizont ausfüllen, 
wobei Teil- und Summenwinke] für sich gemessen werden, so soll 
dies zum Unterschiede vom Horizontabscbluß ein StationsabschluB 
oder ein Partial-HorizontabschluB heißen. 
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VII. Abschnitt. 

Vergleichung des Fehlergesetzes mit der Erfahrung. 

1. Allgemeins Bemerkung. 

Eine wesentliche Stütze des Gaußsohen Fetalergesetzee bildet 
die Übereinstimmung, welche zwischen seinen Folgerungen und den 
Ergebnissen wirkliob ausgeführter Beobachtungen besteht. Sie hat 
dem Gesetze, trotz der Bedenken, welche gegen die verschiedenen 
Begründungen vom theoretischen Standpunkte erhoben werden 
können, die allgemeine Annahme von Seite der Beobachter einge- 
bracht. 

Mittel und Wege, Vergleiche zwischen Theorie und Erfahrung 
anzustellen, bieten sich in großer Zahl. Einige derselben, entnommen 
ans Czubers Werk „Theorie der Beobacbtungsfehler", sollen hier 
angeführt werden. 

Vorher aber ist die Beantwortung der folgenden Frage von 
Wichtigkeit: Welches Gesetz befolgen die scheinbaren Fehler 
— A, wenn die wahren Fehler — e dem Gesetze -f=c~**^' 

unterworfen sind? Das Resultat der Untersuchung, auf welche 
hier nicht eingegangen werden soll und diesbezüglich auf Czubers 
eben genanntes Werk verwiesen werden muß (Seite lö6, Punkt 66) 
lautet: Wenn die wahren Fehler - — £ einer Reihe von n Beob- 
achtungen das Gesetz -^e~*''' befolgen, ao sind die 

scheinbaren Fehler — k (die Abweichungen der Beobach- 
tnngswerte vom arithmetischen Mittel) einem Gesetze von 
der nämlichen Form, jedoch mit einem im Verhiltnis 
Yn ■.Yn — 1 größeren FrKzisionsmaß unterworfen, d.h. die 
scheinbaren Fehler — i. befolgen das Gesetz 
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1) 

Faßt men die Reihe der % wie eine Reihe von wahren Fehlern 
anf, Bo Ist a priori der mittlere Fehler dieser Reibe, d. i. die mittlere 
Abweichung einer Beobaohtnng vom arithmetiBchen Mittel vermöge I) 

hingegen der mittlere Fehler in der Reihe der wahren Fehler — « 

tolgllcli 



-«r^^.^ 



2) 
anderseits ist aof Grand der beobachteten X 

durch Verbindung dieser Gleichung mit der Gleichung 2) ergibt 
sich wieder die schon im Funkte 2 des IV. Abschnittes, Seite 86, 
abgeleitete Formel 



fl 



2. Methode der Zusammenfassung der Fehler in Gruppen und 

Vei^leioh der Anzahl der Fehler in Jeder Gruppe mit der naoh 

der ThecHde zu erwartenden Anz&hL 

Denkt man sich die Fehler ohne Rücksicht aul ihr Vorzeichen 
in steigender Größe geordnet und mittels der durch die Werte der 

Zahlen 0, »i, Oi, , ai,, , a^ festgelegten Intervalle 

in Gruppen abgeteilt, so mögen diese Grnppen der Reihe nach »i, 

n„ , n« , n,, Fehler umfassen. Ist das Fräzisions- 

maß h. der Beobachtungareihe bekannt, so hat man a priori unter 
n Fehlern 

solche Fehler zu erwarten, deren Absolutwert zwischen und a^ 
gelegen ist, somit 



in Absolutwert zwischen i 
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Fehler, welche in die %-te Gruppe falleo. Führt man diese Rechnung 
für alle Gruppen durch, so gibt die Vergleichung der a priori zu 
erwartenden mit den wirklich beobachteten Anzahlen eine durch- 
greifende Prüfung der ganzen Fehlerreihe. 

Kennt man statt k eine der Größen r, ^, d-, ao tritt an die 
Stelle von 0(at&) beziehungsweise 

<'?)■ Knf)- KrJy 

In allen Fällen wird man sich der Tabelle I bedienen, welche für 
nach konstanten Differenzen fortschreitende Werte des Arguments ah 
die Funktionswerte "P (a h) gibt. Dem ersten, zweiten und dritten 
Falle sind beziehungsweise die Tabellen II. welche auszugsweise durch 
in vertreten ist, IV und V angepaßt; sie enthalten die Funktions- 
werte beziehungsweise nach den Argumenten —i — und -^ geordnet. 

Aus der Tabelle II oder III übersieht man mit einem Blick, daß unter 

1000 Beobachtungen irgend welcher Gattung sich befinden werden 

264 Beobachtungen, deren Fehler nicht größer sind als 0-6 r, 

600 „ „ „ „ n „ „ 7-, 

688 „ „„„„„„ 1-6 r, 



823 




,. 




„ n 




n 1- 




„ 


„ 20 r, 


908 




„ 




n » 




,, „ 




„ 


„ 2-5 r, 


9&T 




„ 




n n 




n » 




„ 


„ 30 r, 


982 




„ 




n B 




n 1 




„ 


n -S-ör, 


993 




„ 




» n 




n n 




„ 


H 4-Or; 


es sind also 


nur 


7 Fehler größer 


als 


ir und 


nur 


1 Fehler größer 


als 5 r. 




















Durch Subtraktion 


je zweier 


dieser Zahlen findet 


man weiters, 


daß von 


1000 Fehlem 
















zwischen 





und 0'& r liegen 


werden 


261 


Fehler, 




^ 




0-5 r 


„ 1-0 r 


, 




236 








^ 




1-0 r 


, 1-5 r 






188 








, 




1-5 )■ 


, 2-0 r 




, 


135 







u. B. w. Hienach ist eine Beobachtung, deren Fehler größer als 5 r 
ist, bereits als unzuverlässig anzusehen- 

Wie nahe diese theoretische Bestimmung mit der Erfahrung 
übereinstimmt, zeigen beispielsweise die Beobachtungen von Bradley 
(siehe Pankt 3 dieses Abschnittes). 
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Wahre Fehler werden nur ausnahmsweise vorliegen. Ist als Elr- 

satz für dieselben die Reihe der scheinbaren Fehler — X„ — At, , 

— ^ gegeben, so werden diese ebenso wie die wahren dem Gauß- 
schen Gesetze folgen und die Untersnohnng bleibt die nämliche. Die 
GröBea r, n, 9 beziehen sich aber auf die Reihe der wahren Fehler 
und man hätte sie, um die e ntsprechenden Größen für die Reibe 



f: 



der l zu erhalten, mit y zu multiplizieren; indessen wird dies, 

wenn n einigermaßen proß ist, — und nur in diesem Falle hat die 
ganze Vergleicbung Sinn und Bedeutung — an den Resultaten keine 
bemerkbare Änderung hervorbringen und kann wohl unterbleiben. 

3. Beobachtungen von Bradley. 

Die erste umfassende Prüfung des Gaußschen Feblergesetzes 
durch die Erfahrung hat Bessel ausgeführt, teils an Beobachtungs- 
reiben von Bradley, teils an eigenen, und damit gleichsam den 
ersten praktischen Beweis dieses Gesetzes gegeben. 

Hier sollen die über jede Kritik erhabenen Daten von Bradley,- 
den Laplace «das Muster eines Beobachters" nennt, näher be- 
trachtet werden. Bradley führte 470 Beobachtungen aus, welche 
den Zweck hatten, die Differenz der Rektaszension zwischen der 
Sonne und den Sternen Atair und Procyon zu bestimmen. Bessel, 
welcher diese Beobachtungen mit großer Sorgfalt verarbeitete, be- 
stimmte durch Subtraktion des arithmetischen Mittels aller Beob- 
achtungen von jeder einzelnen die scheinbaren Fehler — ^i, — Aj, 
, — X^^(„ woraus sich der mittlere Fehler /* einer direkten Be- 
obachtung mit + O'iäl Zeitsekunden ergab. Der für das arithmetische 
Mittel zu befürchtende mittlere Fehler ist ^^ =^ rb 0017 sec; das 
arithmetische Mittel kommt folglich der Wirklichkeit sehr nahe und 

man kann die scheinbaren Fehler —Xi, — Jl«, , — Itio als die 

bei jeder Messung begangenen wahren Fehler — Bi, — a^, , — £4^0 

ansehen. Wenn man diese Fehler ohne Rücksicht auf ihr Vorzeichen 
der Größenordnung nach in einer Tabelle zusammenstellt, so verteilen 
sich die 470 Fehler wie folgt: 

zwischen 00 und 0-1 sec 94 Fehler, 

„ 0-1 „ 0'2 „ -.88 „ 

„ 2 _ 0-3 „ 78 „ 
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zwischen 0*6 und 07 aec 26 Fehler, 



über 1-0 sec *& Fehler. 

Für den wahrsoheinlichen Fehler r einer direkten Beobach- 
tung fand Bessel aus dem mittleren Fehler einer Beobachtung 
r=± 0*2637 Beo; er verglich dann die Anzahl der Fetaler, die zwischen 
den Qrenzen 00 sec und O'l sec, O'l sec und 02 aec u.b.w. immer um 
O'l Sekunde aufsteigend der Theorie nacta liegen sollen, mit den Fehlern, 
welche die wirkliche Erfahrung bei den 470 Beobachtungen ergeben hat 

Man hat zu diesem Zwecke in of 9 -):= ^(pA;) der Reihe 

nach k = — . — . — t u. 8. w-, also, da — = 8-792, ä= 0-3792, 

r r r r 

£^0*7684, &^ 11876 u. 8. w. zu setzen, die zugehörigen Werte von 
^ [ß ft) aus der Tabelle H oder III zu interpolieren und mit 470 zu 
multiplizieren, endlich je zwei aufeinanderfolgende der so erhaltenen 
Zahlen voneinander zu subtrahieren. Es sei z. B. die Zahl der Fehler 
zu berechnen, welche nach der Theorie zwischen 02 aec und 0'3 aec 
fallen müssen. Dividiert man 0*2 sec und 0-3 sec durch r= 0*3637 seo, 
so bekommt man die den Fehlem entsprechenden Werte des Argu- 
ments -=Ä. Diese Werte sind 0-7584 und 1-1876. Sucht man in 
der Tabelle n oder m die entsprechenden Fanktionswerte auf, in- 
dem man proportional interpoliert, so findet man 0391 und 0657, 
d. ta. von 1000 Fehlem liegen in der gegebenen Reihe 391 zwischen 
sec und 02 sec, ferner 667 zwischen sec und 0*3 sec, folglich 
567 — 391 = 166 zwischen 02 sec und 03 sec; von 470 Fehlern liegen 
also 470X0*166=78 in dem betrachteten Intervall. Auf diese Art 
ergab sich die Anzahl der Fehler 

zwischen 1 berechnet [ beobachtet I unterschied 



00 und Ol sec 

0-1 . 0-2 _ 1 



96 
89 



94 



— 1 
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Die ÜbereiDStinunnng zwischen Theorie and Erfahrung läßt, 
nie man sieht, nichts za wünschen übrig und bestätigt die Richtig- 
keit der der Theorie zu Grunde liegenden Aoschanaogen über die 
Natur der zufälligen Beobaohtnngsfehler. 

Es ist richtig, daß jeder dieser Fehler, für sich allein betrachtet, 
Tollatändig zufällig ist; anderseits ist es nnaofeohtbar, daß bei jeder 
einigermaßen ausgedehnten Beobachtungsreihe ein klares Gesetz zum 
Ausdruck kommt, welches die Größe der Fehler, von ihrer Reihen- 
folge abgesehen, regelt. 

4. Methode der mehrfachen Bestimmung einer und derselben, 

vom Fehlergesetz abhängigen Größe. 

Ein weiteres Mittel, die Theorie mit der Erfahrung zu ver- 
gleichen, besteht in der mehrfachen Bestimmung einer und derselben, 
von dem Fehlergesetz abhängigen Größe, etwa des wahrscheinlichen 
Fehlers aus dem mittleren und durchschnittlichen Fehler, sowie durch 
Abzahlung an der Fehlerreihe, oder des durchschnittlichen Fehlers 
aus den A einerseits und den Beobachtungsdifferenzen A anderseits 
(siehe Punkt ll des IV. Abschnittes) u. s. w. 

Hiezu muß jedoch folgende Bemerkung beigefügt werden: Es 
läßt sich streng nachweisen, daß die Bestimmung des wahrschein- 
lichen Fehlers durch Abzahlung an der Fehlerreihe der gebräuch- 
lichen Bestimmung aus [|£|] und [cf] an Genauigkeit weit nachsteht 
(siehe Cznbers Theorie der Beobachtungsfehler, Seite 111, Punkt Ö9). 
Wenn daher die Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers r schon 
bei Benützung der wahren Fehler — £ nusicher ist, so muß die Be- 
stimmung von r auf Grund der scheinbaren Fehler — J. in noch 
höherem Maße unsicher sein. 

5. Hikroskopisohe Bestimmungen eines Teilstriches auf einem 

Längenmaßstabe. 

In diesem Beispiele liegt eine Reihe von 40 mikroskopischen 
Bestimmungen der Lage eines Teilstriches auf einem Maßstabe vor. 
Diese in England ausgeführten Bestimmungen sind in der in engli- 
scher Sprache veröffentlichten Geodäsie von A. R. Clarke enthalten 
und von hier in die des Öfteren genannte »Theorie der Beobach- 
tungsfehler" von Czuber übernommen worden. Die Beobachtungen 
sind von gleicher Genauigkeit und ergaben folgendes Resultat (die 

Einheit ist , ^^„ „^ Yard oder 0'91 Mikrons): 
1 nnn nnn ' 
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368 


2-81 


6-48 


3-28 


311 


4-66 


8-76 


3-78 


4-76 


3-27 


4-69 


3-22 


2 75 


408 


2-64 


3-98 


416 


4-51 


2-98 


8-91 


608 


4-43 


4-21 


6-21 


a-96 


8-48 


5-28 


4-43 


6-85 


3-26 


4-45 


228 


3-78 


2-48 


395 


4-10 


4-49 


4-84 


2-66 


4-18 



Das aritbmetlBohe Mittel ist 3'93 und die Abweichungen der 
einzelnen Beobachtungen von demselben oder ihre scheinbaren 
Fehler, in der nämlichen Ordnung zusammengestellt, sind die fol- 
genden: 



-fO-26 


+ 1-12 


-1-55 


— 0-65 


+ 0-82 


-0-72 


-r017 


-f 015 


^0-88 


-pO-66 


— 0-66 


-rO-71 


+ 1-18 


— 015 


+ f29 


— 0-05 


— 0-22 


-0-68 


4-0-95 


+ 0'02 


— 111 


— 0'60 


— 0-28 


— 128 


+ 0-98 


-i-0-50 


— 1-30 


— 060 


— 2-42 


-j-0-67 


— 0-52 


1-1-66 


-r015 


±vib 


— 002 


— 017 


— 0-56 


— 0-91 


+ 1-27 


— 0-25 



Dem Vorzeichen nach kommt ihre Verteilung der wahrschein- 
lichsten sehr nahe, indem 19 positiven 21 negative i. gegenüberstehen; 
sie liegt innerhalb der wahrscheinlichen Grenzen (etwa 17 und 23). 

Die algebraische Summe der Abweicbuugeu, nämlich [l], ist 
14-64 — 14-68 = 0-06 Statt 000 (wegen der Abrundung des arith- 
metischen Mittels). 

Aus der Summe der Quadrate [AA] = 32-4364 ergibt sich der 
mittlere Fehler einer Beobachtung 

fi = 0-912 
und daraus der wahrscheinliche Fehler 



aus der Summe der Absolutwerte der K, [\X[] = 3d'22, berechnet sich 
der durchschnittliche Fehler einer Beobachtung 
# = 742, 
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und daraus in bekannter Weise 

r=0-e28; 
anderseits folgt aus der Summe der Absolutwerte der Beobachtungs- 
diHerenzen, [i^,] = 816'40, 

# = 0-739 
und daraus 

7- = 0-624; 

die am wenigsten verläBliche Methode der Abzäblung endlich führt zu 
r = 0-66. 
Die Verteilung der Fehler verglichen mit der theoretischen, 
dem GauBschen Gesetze entsprechenden Verteilung ergibt fol- 
gende Zahlen: 



16-6 
X26 



Im Hinblick auf die nur mäßige Anzahl der Beobachtungen kann 
die Übereinstimmung als befriedigend bezeichnet werden. 

Es könnte noch eine große Zahl von Erfahrungsdaten aus den 
verschiedensten Gebieten beigebracht werden, welche geeignet sind, 
zu bestätigen, daß es sehr viele Fälle gibt, in welchen die Fehler 
eine dem GauQschen Gesetze entsprechende Verteilung aufweisen. 
Wiederholt sind Messungen eigens zu dem Zwecke ausgeführt 
worden, um jenes Gesetz zu prüfen oder um auf ihre Ergebnisse 
einen Beweis a posteriori für das Fehlergesetz zu gründen und da- 
durch jeder Hypothese über die Natur der Fehler, über die zweck- 
mäßigste Wahl des Wertes der beobachteten Größe o. dgl. aus dem 
Wege zu gehen, da ohne eine solche ein Beweis a priori nicht gegeben 
werden kann. Diesem Gedanken hat unter anderen Faye bestimmten 
Ausdruck verliehen und Laurent hat sich in ähnlichem Sinne der Mühe 
unterzogen, eine größere Versuchsreihe auszuführen, um die Fehler- 
verteilung auf empirischem Wege festzustellen, da ihm die Gauß- 
sehe Form der Wirklichkeit hauptsächlich aus dem Grunde nicht zu 
entsprechen schien, weil sie auch noch so großen Fehlern eine von 
Null verschiedene Wahrscheinlichkeit zuschreibt. Indessen haben 
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seiae Versuche doch kein anderea Ergebnis gehabt als zu bestätigen, 
daß das Gaußsctie Gesetz jene Übereinstimmung mit der Erfahrung 
zeigt, die überhaupt erwartet werden kann. 

6. Paarweise Gruppierung der Fehler. Durohsolinittlioher Wert 
der größeren Fehler und ihrer Quadrate. 

Man Icann aus dem GauQschen Gesetze die mannigfachsten 
Konsequenzen in Betreff der Beobachtungsfehler und ihrer ver- 
schiedenen Kombinationen ziehen und, indem man dieselben mit der 
Erfahrung vergleicht, weitere Bestätigungen jenes Gesetzes ge- 
winnen. Zwei Beispiele dieser Art — entnommen aus „Caloul des 
Probabilites" par J. Bertrand, Paris, 1889, Punkt lö6 und 168 — 
mögen hier angeführt werden, 

1. Beispiel. Wenn man die Absolutwerte der Fehler 
einer Beobachtungsreihe in willkürlicher Weise paart, so 
ist der Durchschnittswert der größeren Fehler in den 
Paaren gl6ich_dem allgemeinen Durchschnittsfebler multi- 
pliziert mit Y2. 

Denn die WahrscheiDÜchkeit, daß ein Fehler im Betrage |£| mit 
einem kleineren Fehler sich verbinde, ist 



.yL,--'-'d,f^e--"'d,. 

t in der Tat 
Fehlers, posi 



Der Faktor 3^e~*'*'d« drückt in der Tat die Wahraohein- 
lichkeit aus für das Auftreten eines Fehlers, positiv oder negativ, 

im Intervall e bis a-\-ds\ der Faktor /-7=e~*'''d« drückt die 

Wahrscheinlichkeit aus für das Auftreten eines Fehlers kleiner als e ; 
der dem Ausdrucke vorangehende Paktor 2 ist dadurch gerecht- 
fertigt, weil von den willkürlich herausgegriffenen zwei Fehlern der 
größere sowohl an erster als auch an zweiter Stelle stehen kann. 

Der Durchschnittswert von \e\ ergibt sich demnach, wenn man 
den aufgestellten Wahrscheinlichkeitsausdruck mit i multipliziert 
und dann die Summe für alle Werte von e bildet; man erhält: 
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Durch partielle Integration, indem man 
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,-^B-*'*'rfe = «, ^se~'''''dB = dv, somit 

oKff Vit 

setzt, ergibt sich leicht, daß der Wert des Ausdruckes 1) gleich- 
kommt 

Da der Ausdruck innerhalb der Klammem an beiden Grenzen 
verschwindet, so ist der Wert des Ausdnickea l) weiters gleich 

Bezeichnet man den zu suchenden Durchschnittswert mit &,, so 
hat man somit: 

Den Durchschnittswert d-^t der Absolutwerte der klei- 
neren Fehler in den Paaren erhält man durch folgenden Schluß. 
Der Durchschnittswert der Absolutwerte der größeren und der 
kleineren Fehler muß notwendig gleich sein dem allgemeinen Durch- 
schnitt #. Man hat also: 

„ »^ + »* *K2+** 

*=— 2— = — 2 — ; 

daraus 

*t = 2» — #Vl" = fr(2 — V^). 

Es verhält sich somit fr, zu ^k, oder was dasselbe ist, die 
Summe der absoluten Werte der größeren Fehler zur entsprechenden 
Summe der kleineren Fehler wie (l-f-Ks):!, denn man hat: 



Ti _ ^ 1 

'2-/2 ~f2- 
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Dieses Verhältnis ist in der Tat durch die Erfahrung bestStigt 
■ffordeo. So erhielt Delaunay aus 88 Reihen von Schießversuchen 
für dasselbe den Wert 2-41. Bertrand teilt die Ergebnisse von 
vier Beobachtungsreibeo, welche im internationalen Bureau für Maße 
und Gewichte ausgeführt worden sind, und von einer Reihe Bradley- 
scher Beobachtungen mit. Es ergab 



die erste Reibe 


von 58 


Beobachtungen) 


. . 2-28 


, zweite , 


. 90 




. . 2-33 


, dritte , 


. b* 




. . 240 


« vierte , 


. T7 




. . 249 


, fünfte . 


n 100 




. . 2-47 
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Z. Beispiel Das 
den beiden Fehlern e 



mittlere Quadrat des größeren von 
Ines Paares ist gleich dem allgemeinen 



Durchschnitte der Fehlerquadrate multipliziert mit 1 -\ 

Denn es ist das mittlere Quadrat des größeren Fehlers ausge- 
drückt durch: 



/ 2k 



",.f 






"da; 



integriert man partiell in der Weise, daß man 

~''^'^^ds = dv, somit 



''Dt'" 



77' 



dlj yLe'""d,+ ,.yL,-»-d,= 

setzt, so kommt man zu dem Resultate: 



du. 



"ftf« 



2) 



(- l^,-'.-.fp~>-'d.) + 

^ ky 3t »'«y Ä ^0 

Da der Ausdruck e ~ ^' '' £ an beiden Grenzen verschwindet 
(siehe die Anmerkung zum Punkte 8 des III. Abschnittes), so ist der 
Wert des Ausdruckes 2) weiters gleich 
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Mit Rüoksieht darauf, daß e~*'*V£ das Differential von 
"^'^'(j« ist, kann maa das erste Glied im AusdruclEe 3) auch in 
der Form schreiben: 

=f{(X''-""-)'lrM(X''-'--r(X'— )}- 

if Punkt 

t sich ffir das erste G 

at 

Mithin ist das mittlere Quadrat des größeren Fehlers tatsächlich 
gleich 

Vier mit den 40 Fehlerquadraten der Beobaohtungsreihe des 
Punktes 5 dieses Abschnittes von Hofrat Gzuber ausgeführte der- 
artige Versuche ergaben für das Verhältnis die Werte 
1-523, 1'564, 1-671, 1-722, 

deren Durchschnitt 1-620 mit dem theoretischen Werte 1 -| = 16366 

gut Obereinstimmt 
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Um j e~"^''ds zu finden, setze man hg = t und findet mit 
Rücksicht auf Punkt 5 des II. Abschnittes : 

hiemit ergibt sich für das erste Glied in 8) der Wert 

1. 1 "^ _ ' 
" « ' Ä* 4 ~ 2k*' 

Für das zweite Glied in 8) hat man 



Vni. Abschnitt. 

Der kleinste und der gfrößte Fehler einer Beob- 
aehtungsreihe. 

1. Allgemeine Bemerkung bezüglich des kleinsten und des 
größten Fehlers einer Beobaohtungsreihe. 

Denkt man sich die Fehler einer Beobachtungsreihe ohne Rück- 
sicht auf ihr Vorzeichen in steigender GröQe geordnet, so bietet 
sich die zunächst vom theoretischen, aber auch vom praktischen 
Standpunkte interessante Frage dar nach dem mutmaßlichen Werte 
dea kleinsten und des größten unter ihnen. 

Die einfache Überlegung führt zunächst tu der Erkenntnis, daß 
diese Werte von dem Grade der Genauigkeit, aber auch von dem- 
Umfange der Beobachtungsreihe abhängen werden. Je mehr Beob- 
achtungen man ausführt, desto näher wird einerseits der kleinste 
Fehler an die Null heranrücken, desto weiter wird anderseits der 
größte Fehler sich von ihr entfernen: der Bereich der Fehler 
wird sich nach beiden Seiten hin ansdehnen. 

Der wahrsoheiuliche Wert des kleinsten Fehlers läßt sich unter 
Voranssetzung einer großen Anzahl von Beobachtungen 
näherungsweise leicht bestimmen ; schwieriger gestaltet sich die Frage 
nach dem Maximalfehler. 

Die Beantwortung der in Rede stehenden Fragen ist dem Werke 
„Theorie der Beobachtungsfehler' von Czuber entnommen. 

2. Der kleinste, zweitkleinste u, s. w. Fehler einer 
Beobachtungsreihe. 

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Beobachtung einen Fehler 
vom absolutes Betrage t zu begehen, lautet bekanntlich: 
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Vi 
die Wahrscheinlichkeit, daß einer Beobachtuog ein zwischen 
und -\- 1 liegender Fehler zukomme, ist: 

endlich hat man für die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit, nämlich 
für die Wahrscheinlichkeit, daß einer Beobachtung ein dem absoluten 
Betrage nach gröiJeTer Fehler als b zukomme, 

Dies vorausgesetzt, kann man behaupten: Die Wahrscheinlich- 
keit, daß unter n Beobachtungen einer bestimmten Beobachtung 
ein Fehler vom absoluten Betrage e anhafte und daß dieser unter 
allen der kleinste sei, kommt gleich 



üe Wahrscheinlichkeit, 
len n Beobacbtungafehle 

n{l-*(£)}"-V{<&(f 



folglich stellt sich die Wahrscheinlichkeit, daß t der Absolutwert 
des kleinsten anter den n Beobacbtungafehlern überhaupt sei, unter 
die Form 

n{l-*(£)}"-V{<&(£)}, 
wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. Der Faktor n erscheint dadurch gerechtfertigt, daß der 
kleinste Fehler bei irgend einer der n Beobachtungen auftreten 
kann. Hienach ist der wahrscheinliche (durchschnittliche) Wert des 
kleinsten Fehlers 



X"' 



iDtegriert man partiell, indem 

, = », n{l — 0{,))"-'f{0(,)) = dv, 
ds = du, . -|l — «(5)i" = ,i 

gesetzt wird, so erliält man: 

-(e(l-3'(0}")+j(l -«(.)!"<;«; 
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diese Summe reduziert aich auf das zweite Glied, nämlich aaf 
1) 



f{l-0(a)}'d8, 



weil das erste Glied an beiden Grenzen verschwindet. Um dies für 
die obere Grenze zu erkennen, beachte man, daß 



S B 



ist; daraus folgt: 



oun ist: 



Wenn e klein ist, so unterscheidet sich <&(f) nur wenig von 
ht, denn 

2) ^{e) = Y= j'e-"dt^htf^e-'''l'\ wo 0<i)<;f. 

Es muß nämlich zwischen dem kleinsten Werte K und dem 
größten Werte G, welchen die Punktion e~'^ in dem Intervalle 
bis Af annimmt, notwendig eine solche Zahl M vorhanden sein, daß 



r- 



dieser Wert M wird für einen Wert von ( aus dem Intervalle 
bis hs erhalten; er wurde mit tj bezeichnet. 

Auch die Tabelle I der Funktion O (t) bestätigt diese Behauptung, 
indem sie zeigt, daß sich *(() für kleine Werte von t nur wenig 
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von t unterscheidet Ist nun in 2) e klein, so ist der eingeklammerte 
Faktor von der Einheit sehr wenig verschieden. Es ist nämlich; 
-^ = 1-1284; ferner nimmt beispielsweise für * gleich 0-1, 02, 0-8, 

0"4, 0'6 die Funktion e-" beziehungsweise die Werte an 0-99006, 
0-96079, 0-91393, 0-852U, 0778 80. FQr größere Werte von e hin- 
gegen wird der Ausdruck {l — * (s)}" so klein, daß er von da an nur 
sehr wenig zu dem Werte des Integrals beiträgt. Man kann also an 
die Stelle des Integra tionsgebietes bis oo ein endliches bis k 
setzen, wo Ar einen beliebigen endlichen Wert bezeichnet, und hat 
dann statt 1) näherungsweise 



J(l~k.)''de = -l-J(: 



(1 -ks)-dii-he) = '-j^^ 



Wird n als groß vorausgesetzt, so kann k immer so gewählt 
werden, daB {l—hk)"^* neben der Einheit verschwindet, so daß 
der wahrscheinliche Wert des kleinsten Fehlers uäherungs- 
weise gleich 

ist oder, durch den mittleren Fehler einer Beobachtungsreibe 

( u= — 7=^ ) ausgedrückt, dem Werte 
\ AK 2/ 

gleichkommt 

Durch dasselbe Verfahren kann auch der wahrscheinliche 
{durchschnittliche) Wert des zweitkleinsten Fehlers ermittelt 
werden. Die Wahrscheinlichkeit, daß unter n Beobachtungsfehlem, 
der zweitkleinste Beobachtungsfebler absolnt genommen gleich s sei, 
ergibt sich durch ähnliche Schlüsse wie die vorher angewandten und ist 
««(*)X(«-i){i-«(*)i"""d{*(*)! = 
= n(«~l)*(t){i-«(a)i--V{4>(f)l; 
demnach ist sein wahrscheinlicher (durchschnittliche) Wert 

/n(n-l).*(s){]-0(£)}"-V{<J>(()) = 
5) } ^0 

} = h(?i — 

zeichnet i 
II 
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I =n(n-l) /s*{«){l-3>(5)}"-*d {<&(£)} = » (h-1)./, 
wenn der Kurze wegen des letzte Integral mit / bezeichnet wird. 



Weil d{<!>(6)} = -{l — *(i)} ist, folgt: 

J=- /e0(*){l-*{£)}--Vjl-*(.)}; 

berücksichtigt man ferner die Identität — {*) = { l — 3> (s)J — I , so 
kann man anch schreiben: 

J= A{l~<&(5)i''-'d{l-«>(.)}- /7{x-*(6)}"-'d{l-*(£)}. 

Die partielle Integration gibt, wenn man in beiden lategralen 
s^u setzt 

/{ l_0(^)}" {i-0(f)l— S"° 
"^ n n-1, J^ 

+ -i-/(l-a>(,)|— <i.-i/(l-»(.)!Ve. 
Der integralfreie Teil verschwindet au beiden Grenzen; das Integral 
f {1 — ä*(£)}" 'rf« hat früherem zufolge den Näherangswert — r' 

° r 1 

das Integral 1 {l — 9{i)}''ds den Mhei-angswert -. — ■ . ■ v -t-- Hiemit 

Jo (nH-i)A 

geht der Ausdruck 6) über in: 
6) n(n-l)( ' 1^1 «-1 



\n(n— 1)A n(n+l)A/ A (m+1)A (n+l)A 
der wahrscheinliche (durchschnittliche) Wert des zweit - 
kleinsten Fehlers ist also doppelt so groß als der wahr- 
scheinliche (durchschnittliche) Wert des kleinsten Fehlers. 
In gleicher Weise ergäbe sich der wahrscheinliche (durch* 
sohnittliche) Wert des drittkleinsten Fehlers als das Dreifache des 
wahrscheinlichen (durchschnittlichen) Wertes des kleinsten Fehlers 
IL 8. f., so lange die gebrauchten Abkürzungen zulässig sind. 

Der scheinbare Widerspruch zwischen dem Resultate 6) und 
der Symmetrie des Fehlergesetzes, welcher zufolge man erwarten 
möchte, daß die beiden kleinsten Fehler dem absoluten Werte nach 
gleich sind, verschwindet, wenn man auf den Unterschied zwischen 
dem wahrsoheinlichen Werte einer Größe und demjenigen Werte 
achtet, welchen sie mutmaßlich annimmt. Bertrand erklärt diesen 
Unterschied an einem Beispiele. Peter und Paul sollen sich in eine 
Erbschaft teilen. Man weiß, daß der eine zwei Drittel, der andere 
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ein Drittel des Oanzeii erhält, man weiQ aber ntobt welcher. Der 
wahrscheinliche Wert des Anteils für Peter ist — - , jener des Anteils 

für Paul ebenfalls y Dagegen ist der Wert, welchen der größere 

2 
Teil mutmaßlich (hier gewiß) annimmt, — ■ 

Der wahrscheinliche (durchschnittliche) Wert des kleinsten Fehlers 

3} kann auch in der Form ■-- geschrieben werden, wenn * den 

durchschnittlichen Fehler einer Beobachtung (& = —7= ) bezeichnet 

Der wahraoheinliche (durchschnittliche) Wert des Fehlers im arith- 



sohnittes); jener ist also von der Ordnung — , dieser Von der Ord- 
nung r^^- Wäre es daher möglich, unter den Beobachtungen die 

¥ it 
genauesten, dies Wort im gewöhnlichen Sprachgebrauche genommen, 
nämlich die mit dem kleinsten Fehler behafteten herauszufinden, so 
würden diese ein viel genaueres Resultat liefern als das arith- 
metische Mittel aus allen Beobachtungen es darstellt. 



3. Der größte zu gewärtigende Fehler einer Beobachtungsreihe. 

Dem Gaußschen Fehlergesetz ist der Begriff des Mazimal- 
fehlers im mathematischen Sinne fremd, insofern es jedem noch so 
großen Fehler eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit zu- 
schreibt. Nichtsdestoweniger gibt dieses Gesetz doch Mittel an die 
Hand, den größten zu gewärtigenden Fehler in einer Beob- 
achtnngsreihe von bekannter Genauigkeit und Ausdehnung 
zu schätzen. 

Es sei n die Anzahl der Beobachtungen, k das Präzisionsmaß, 
H der mittlere Fehler einer Beobachtungsreihe. Die Wahrscheinlich- 
keit, daß der- irgend einer Beobachtung anhaftende Fehler dem ab- 
soluten Betrage nach gleich oder größer sei als a, ist dargestellt 
durch : 
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Es wird nicht ohne Nutzen und loteresse sein, einige der auf 
Verschärfung der Resultate durch Ausscheidung zweifelhafter Beob- 
achtungen gerichteten Versuche, welche dem wiederholt zitierten 
Werke „Theorie der Beobachtungsfehler" von Czuber entnommen 
sind, kennen zu lernen und in ihren theoretischen Grundlagen zu 
verfolgen. 

2. Kriterium von Peiree für beliebig viele auszuseileidende 
direkte Beobachtungen. 

Es unterliegt keinem Zweifel, dafi die Ausscheidung solcher 
Beobachtungen, deren Abweichung vom arithmetischen Mittel dem 
absoluten Betrage nach eine gewisse Grenze to überschreitet und 
die vermutlich oder sogar höchst wahrscheinlich minder gut sind, 
die Genauigkeit des Resultates erhöhen müiJte, und zwar In um so 
höherem Grade, je enger man jene Grenzen zieht. Eine von Bertrand 
ausgeführte Untersuchung bestätist dies und gestattet den Grad der 
Verschärfung zu schätzen. 

Man denke sich, sagt Bertrand, eine Person von seltener Ge- 
schicklichkeit, welche, ohne selbst zu beobachten, alle Vorgänge der 
Messung aufmerksam überwacht und, auf das genaueste vertraut 
mit der Beobaohtungsmethode, den Unvollkommenheiten des In- 
strumentes und den Schwächen des Beobachters, ihr Urteil über 
jede einzelne Beobachtung mit dem einzigen Worte „gut" oder 
„schlecht" ausdrückt. Es ist klar, daß die Unterdrückung der als 
schlecht bezeichneten Beobachtungen die Zuverlässigkeit der Re- 
sultate um so mehr erhöhen wird, je mehr Beobachtungen beseitigt 
wordeu sind, oder besser gesagt, je rigoroser die überwachende 
Person zu Werke ging. 

Auf die Methode, die Genauigkeit des arithmetischen Mittels 
zu erhöhen durch Ausscheidung von Beobachtungen, deren schein- 
bare Fehler eine gewisse Grenze überschreiten, welche aber zur 
Durchführung die Kenntnis des Theorems von Bernoulli bean- 
sprucht, soll hier' nicht eingegangen werden, weil die Vorführung 
des genannten Theorems, welches in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
eine hervorragende Rolle spielt, allzu weitläufige Nebenuntersuchungen 
erfordern würde. 

Nachstehend soll das Kriterium von Peircg besprochen werden. 

B. Peiree hat die Grenze m durch wahrscheinlichkeitsthoretische 
Betrachtungen festzustellen versucht und ein Kriterium aufgestellt, 
mittels dessen darüber entschieden werden soll, ob eine zweifelhafte 
Beobachtung der Wirkung störender Ursachen zuzuschreiben und 
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